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$1. 紧 曲 面 的 分 类 和 一 般 性 质 


我 们 称 连 通 的 二 维 流 形 为 曲面 , 它 是 球面 \ 环 面 、 柱 面 等 熟知 
概念 的 推广 。 曲 面 族 称 为 闭 的 ， 如 果 M 是 紧 的 且 无 边界 ， 也 就 是 
说 , 闭 曲 面 是 一 个 连通 紧 Hausdorff 空间 ， 其 中 每 一 点 有 一 邻 域 
HET Euclid 平面 。 众 节 主 要 介绍 闭 曲 面 的 一 些 熟 知 的 基本 性 
质 , 以 便 将 来 可 以 应 用 .由 于 这 些 结果 都 是 古典 的 ,所 以 略 去 证 明 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 [1j;[2],[3],[4],[5],[6] 中 的 有 关 
ic. 

定理 1. 设 闭 曲 面 或 带 边 界 的 紧 曲 面 M 被 三 角 剖 分 而 成 为 所 
形 时 ,其 顶点 数 为 m， 边 数 为 a， 二 维 胞 腔 数 为 a. A RB, R} 
Rs 分 别 表示 此 复 形 的 零 维 ， 一 维 ， 二 维 的 模 p Cp ARARE) 
Betti 数 。 则 有 

as — a, H ar = RY — R} + RÀ, a) 

等 式 (1) 称 为 M 的 Euler-Poincaré 关系 式 。 记 其 值 为 XCM D, 
称 为 好 的 Euler 特征 ， 

id: 

To SS 球面 s, 

Ti— 环 面 T, 

T,— TT, MOS T, 与 T, 的 连通 和 "， e 

T, TTo, 48 > 2 为 正 整 数 时 ， 
ETARA EA AMARA, A5 T. 也 可 视 为 带 有 一 个 柄 


1) 两 个 曲面 M. 与 M, VIENI RS: 从 每 一 曲面 上 各 控 去 一 个 开国 盘 Di 与 
Di. fiui M, 与 M, 没 着 Di 与 Di 的 边界 粘 合 而 得 的 曲面 。 i279 并 ,六 
好 z， 产 格 定 义 见 [3 或 04]， 
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的 球 画 ?， 一 般 地 , T, 可 视 为 带 有 & 个 柄 的 球面 。 因 此 ,图 1.1 中 
的 两 种 模式 是 一 样 的 . 
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Eid: E 
P, 一 射影 平面 PR, x 
了 :一 P, # P, = Klein X; K, (3) 


P, = PtP 2 EZ 2E, 
它们 被 称 为 不 可 定向 于 曲面 的 模式 2 
最 简单 的 带 边 可 定向 紧 曲 面 是 闭 圆 盘 D'. 最 简单 的 带 边 不 
可 定 应 紧 曲 面 是 Möbius iF Bi, 熟知 的 是 D, BaS, HaT, PR, 
K 有 如 下 的 表示 图 (图 L2), Hh Un RARIS ADS A Ae e EE 
HEHA, X2 PU ELRE DUO HE GE SACRI RDR 1ECE RI, 


此 外 ,还 有 下 列 一 些 等 式 成 立 : 
DUD = Sit Si — S, . (4) 


1) 即 从 5* LRSEPPTZEBE Di 与 Di GHUFOKBUSCHR LEWA ENH) 
后 把 另 一 带 边 柱 列 ( 棉 ) 的 两 端 与 5; 一 D3 一 DAARNA ERARAS. f 
曲面 臣 加 椭 实 际 上 是 作 寻 与 S 的 双重 连通 和 ， 即 从 每 一 曲面 上 各 控 去 本 个 四 
盘 以 后 再 彼 忒 粘 合 。 今 后 记 之 为 Mg. 或 记 为 Mth 这 里 来 表示 作 连 
通 和 时 MM 被 挖 去 一 个 开国 盘 ; 而 如 本身 带 边 ? 未 被 挖 去 什么 又 砷 的 右 下 角 的 
2 表示 对 被 挖 去 的 开 男 盘 个 数 。 

2) P, 可 以 看 成 是 茜 有 上 个 交叉 帼 的 球面 * 见 图 10.16, 
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1.2 
DU B; = SH*B, = SPR 一 PR?, (5)? 


D Ei 了 , 一 3， 测 此 式 亦 可 改写 为 PEP, =P. ARERR AENM} 
SEM 的 特例 ， 


注音 图 L2 中 的 (c),(4), 可 知 S E PRE D ERAS 
间 ; 注意 其 中 的 《f), 可 知 T 是 EHER. 此外， 又 易 
见 : 实 直 线 É (不 带 边 的 癌 柱 ) 和 E 分 别 是 圆 S.T 和 应 ,的 
可 数 无 限 重 覆盖 空间 。 一 般 可 证 : 

定理 2。 每 一 流 形 对 必 有 一 可 定向 的 两 重 履 盖 流 形 MORI 


p. 106), 
由 定理 1 及 ?与 PR! 的 三 角 剖 分 , 易 见 
x(S) 一 2;XCPRD — 1l, (6) 
又 由 连通 和 井 的 定义 和 定理 1, 易 见 对 曲面 M,N, 
XCM #N) = XC(M ) + xCN) — 2. (7) 


A SE A, E: 
定理 3. T, 与 P, 的 Euler 特征 分 别 为 : 
X(T,)-—2—2g,3X(P)—2—9g. — (8) 
TERR Hatt 与 Ht 的 定义 以 及 C7),(8) 两 式 ,可 知 下 
面 一 些 性 质 成 立 . 
性 质 1。 对 任何 曲面 有 


M3ES — M. (9) 
性 质 2。 给 T, 加 柄 时 有 
T+: 一 T, 47H, 一 T, +T, 一 Tir (10) 
XCT,4) = XCT,) — 2. (11) 
TERR. 给 P, MRIH (cross cap， 其 意义 见 下 式 的 第 一 
项 ) 时 有 (参考 (5) 式 》 
Ps#*B, = Ps#PR 一 Pa, (12) 
X(P ou) - XCP,) =L (13) 
性 质 4 给 P, 加 家 等 于 给 P, WATRS: 
P, #7H = PFS 一 Pu, GRIN 4): 


此 式 的 证 明 见 E4] , 亦 可 将 (7) 式 推广 到 H 再 证 明 "。 
性 质 5. 给 T, 加 模 截 性 后 得 到 Pa 


V) 即 利用 XCM 4p ,N) —XCM) 十 X(N) — 5 来 证 (14) 式 左边 的 Ruler inca 
—t£. '&l 5 亦 可 用 同 法 证 明 , 但 都 要 用 到 后 面 的 定理 ， 
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2g 
T,4*B,— T, PR 一 PRT, = PRHE* $7 B: 
1 


zg 
= PRH bJ PR 一 Pus (15) 


Pan) T z(T,) =l 
EA 4C ERRA). AMA E, MAF 
在 唯一 的 非 负 整 数 g 之 0, EMARKET Ta 若 M 为 可 定向 带 边 
曲面 ，8M A bA, MAY Euler 特征 为 X， 则 xX 十 5 为 偶 


X. 记 g 一 1 一 E, RUM BEF OT, LÉ)de b^ HORGBGR 


BA AAI 50569 8T se eg Hr tii C TE L4 DD. 

定理 5。 亏 格 为 # 的 可 定向 曲面 M 上 必 存 在 8 个 互 不 相 过 的 
闸 , 使 它们 的 和 集 在 六 上 的 余 集 仍 为 连通 集 ; 但 M 上 任何 & 十 1 个 
互 不 相遇 的 圆 必定 将 MM 分 割 为 不 连通 集 ， 

EES. 若 NN 为 不 可 定向 闭 曲 面 ， Wig dede TRE N g, t 
六 包含 8 个 ,但 不 包含 8 十 1 个 互 不 相遇 的 Möbius 带 。 8 称 为 
NÈJ Möbius $t, - 

由 (5) 及 (12) 式 知 P, 上 至 少 包 含 8 个 Möbius i, 

定理 4 (不 可 定向 曲面 的 分 类 )。 若 NN 为 不 可 定向 闭 曲 面 ， 
其 Möbius 数 为 fg，。 则 NN 必 同 肽 于 Pr ANERE HJ Möbius 
带 而 代 之 以 圆 盘 ， 则 所 得 为 球面 。 若 六 为 不 可 定向 带 边 曲面 ， 其 
Möbius AA z, ON Ab 7 XEXB EDU NTEERT. P. 上 控 去 8 个 
HBREDBRSTEES AE, 

X1. P, 上 恰 有 8 个 Mobius ilf, 

注意 : 闭 曲 面 M 若 挖 去 5 个 开 圆 盘 而 成 为 带 边 (边界 为 5 个 
连通 支 ) 紧 曲面 时 , 则 其 亏 格 不 变 , 而 Euler 特征 xX 则 减少 5， 故 
由 定理 3,4,4 可 得 : 

ERG 若 带 边 紧 曲 夯 M 有 亏 格 g OM 有 上 个 连通 支 ,每 
—^r 3838365 HB , DU) 

X(M) 一 2 一 28 一 5 当 邓 为 可 定向 时 ， (16) 


E X(M) —2—g— b, SMAR EAR. 
X2. 若 闭 曲面 的 Euer 特征 为 奇数 , 则 它 必 为 不 可 定向 . 
定理 7。 两 个 紧 曲 面 互相 微分 司 胚 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 亏 
$k, Euler 特征 ,以 及 相同 个 数 的 边界 连通 支 . 
系 3. 对 定理 HHM M, 车 M 的 亏 格 为 e, RIAM 的 亏 
825 E — 区 因为 Xg — 2Xx)， 
系 4， 若 曲面 邓 与 立 同 为 可 定向 或 局 为 不 可 定向 , 则 


ECM EN) = gM) + glN). (17) 
车 下 为 可 定向 而 为 不 可 定向 , 则 
&KM 井 N) 一 28(M) 十 ECN)。 (18) 


EEB ”对 亏 格 为 8 的 可 定向 闭 曲 面 有 : 
Ry 一 1,R; — 2g,R; = 1,x=2— 2g (p JRA). (19) 
对 亏 格 为 8 的 不 可 定向 闭 曲 面 有 : 
Rij—1,Rj— pRÍ-1; 
R? = 1, R! m g—1,R —0 (ps3 2), 
对 于 常见 的 亏 格 <2 的 各 种 曲面 . 单 形 与 球 ， 可 列表 如 下 : 


”各 维 Betti 数 


RS = 1,R} = 1,R 一 人 
R = 1,R} 2,R$ —1 
R} =1,R$ = 1,8} =0 


R3 = Ry = DE mole) 
RE = AIRES 2,8? 


8 一 0 
Og 5:2) 


14 (-10)t 


2 
ka=) 


X39. T, 与 b GRA P, PE 5 E 则 不 能 。 一般， 
一 个 无 边 、 紧 .不 可 定向 = 维 流 形 不 能 撤 人 一 单 连通 的 2 十 1 维 流 
形 ( 见 [4]》。 但 对 任何 Pog zm, MEE R 中 的 可 微 曲 面 疝 胚 
于 P, 〈 见 [61), 
定理 19. 亏 格 为 & 的 可 定向 闭 曲面 的 标准 记 法 为 ( 见 [1]1》: 
sa 一 1 (g— 0, RE) 


f abaj bi a, b,aztbg! “l (g zl) RA 
TRA 8 RIT T sg FAL PRI il Li BEDS 1 2S 29 
910 -Ga = 1l, (22) 
或 
abibit. PEUPSUN P 一 】 (Hu x HERR) (23) 


abiaj tbr". aubuaz b, = 1 (H XARRA). 

1. 对 PR 有 aas=l, X T A abatbh' =l, X 
K 有 abas'5 md, XHA 1200), COD) Ch) 容易 地 看 出 。 

定理 11  XMOSIEZREAJE.WUE 3HERIREE HM) 同 构 于 
BRE CUM D/ FH CM |) 为 |M | 的 基本 群 ,FF 为 mCIMD 
的 换 位 子 群 。 特 别 地 ， 当 aM) 为 交换 群 时 ，a(|M1) 与 
HM) AK. 

例 2 CT = HCT 为 交换 群 ， 而 aK) 则 为 非 交 换 
群 , 故 不 同 构 于 HK). 一 般 地 ，T ,lg 2) 的 基本 群 都 不 是 交 
HEF, 

再 仔细 研究 一 下 K* 的 基本 群 。 以 


记 R 中 的 平移 ,以 

k: Cx y) > (—x,y + 1) (25) 

. 记 RP 中 的 平移 加 对 称 ， 由 与 六 所 产生 的 群 G 不 是 交换 群 ， 因 
为 由 定义 易 证 

i; hk = kh". (26) 
此 式 亦 可 由 图 1.3 看 出 .实际 上 ,(26) 就 是 例 1 中 的 abarh 一 1， 

因为 由 (26) 可 得 Rh CIRCA! 1, REA A 一 fy 即 得 Eit i— 1. 


e. 7 » 


er 1,9) (24) 


HBi-v,ytD  C(-xciv-Uü 
—— 


E: : 
一 pd 
B'(x—1iy)——M———77 
h^? — AQ) 


对 K X. aC) 的 换 位 子 群 下 由 M 所 产生 ,因为 
hkhk! 天天 一 M, 
由 于 K 的 基本 群 为 G.dk K 间 胚 于 商 群 R/G, d 
ri(KD = G ~ ZZ. (27) 
XC HaT? 5 K 的 基本 群 有 如 下 三 个 重要 的 定理 ,以 下 都 
用 了 表示 Jordan 曲线 。 
定理 12。 设 了 位 于 开 柱 面 R' 一 {0} 一 记 上 。 若 J 的 内 部 
包含 E 的 原点 0, 则 J 表示 EL 的 基本 群 的 产生 元 ; 否则 , > 在 
应 中 同 伦 于 零 。 n) eZ, 
定理 13， BJ 在 T 上 不 同 伦 于 零 , 则 J 在 基本 群 x(7T2) 中 
所 属 的 同 伦 类 i 可 由 一 对 互 素 整数 (m. n) 来 表示 。 易 见 
mT = m ($a, 5!) = zez, (28) 
ERI. W) E KP EKARTE, Du] J 必 表 示 mOU) 中 
的 下 列 元素 之 一 : 
bhisR kO kh" kh" (nez) 
下 面 是 上 述 一 些 元 素 的 图 示 法 , 易 见 图 1.4 cp kh 不 是 单 闭 
曲线 ,又 每 一 元 素 的 图 示 并 不 唯一 ， 
推广 (27) 与 (28) 有 : 
定理 15. T, 与 P, 的 基本 群 为 


e g à 


— 一 - 一 


kèh 


mi(T,) ~ ZOZ- -Z (2g 个 )， 
am CP,) ^ ZOZO- -ZOZ 
: 一 
g£— 1^ 


定义 曲面 M 上 的 Jordan 曲线 了 称 为 是 双边 的 ,如 果 了 在 
M 上 有 -一 开 邻 域 同 胚 于 En. 了 称 为 是 单 边 的 ,如 果 J 在 MM 上 有 一 
开 邻 域 同 征 于 Ë. 

易 见 : ÆJ ERK EBLRBUIR 3829 5t, k, 则 J 了 是 双边 的 ; 
否则 , 了 是 单 边 的 (由 定理 11)。 注 意 : 曲面 上 一 单 边 Jordan ji 
RRRA DERE HEZ ARAR 的 Jordan 曲线 却 可 
能 是 双边 的 。 在 SQH. 与 T? b, — Jordan 曲线 的 补 集 是 否 为 
连通 ， 比 较 容易 看 。 在 K* 上 则 否 ， 且 情况 比较 复杂 、 设 了 代表 
CKY) 的 元 素 ?， 则 有 下 列 四 种 不 局 的 情况 : 

D Xj 二 1( 即 了 局 伦 于 零 ) 时 ，K’ 一 有 两 个 连通 支 ， 其 
一 同上 胚 于 D. 

2) X je it: Bp PI WERT 总 ， 即 只 有 一 个 连通 支 。 

3) S j—k" 时 配 一 了 有 两 个 连通 支 ， 各 局 耳 B, C 
1.5(a)). 


lái 
£ — 
C A C 8 
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4) 当 jk GN, K'— J AEF BX 图 15C). 

定理 16。 ig M 为 不 可 定向 闭 曲面 对 的 可 定向 二 重 履 次。 7 
是 M 上 一 单 闭 曲线 , J, 与 h 是 了 让 M rp S Ops) de M 
中 的 提升 ), 则 当 了 为 双边 曲线 有 时， 由 与 J. 各 为 单 闭 曲 线 ; 当 > 
为 单 边 曲线 时 ， 太 与 J 都 不 是 闭 曲 线 , 但 UJ 是 M 中 的 单 
闭 曲 线 . 

对 于 非 紧 向 面 ,也 有 类 似 于 本 节 的 分 类 定理 , 见 [7]; 这 时 亏 桥 
和 边界 连通 支 的 个 数 都 可 以 是 无 限 的 ， 
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$2. 微分 流 形 上 动力 系统 的 
一 般 性 质 


本 节 的 内 容 仍 是 吉 典 的 ,熟知 的 ， 读 者 除 [3],[5] 以 外 还 可 参 
和 锅 [83,[9],f101], 证 明 从 赂 ， 

设计 为 一 微分 流 形 ，TM 是 MM 的 切 从 。M 上 的 一 个 向 量 场 X 
BLIE—URARX:M — TM， 使 得 对 每 一 点 x€ ME Xlx)€ T.M. 
这 里 T.M ERME r BZA, X) 表示 对 在 x 的 切 向 量 ， 
当 X(x) 不 为 零 向 量 时 称 * 为 x 的 常 点 ; 否则 , 称 x 为 x BUE 
点 。 即 使 对 的 维 数 为 2,TM 的 维 数 也 是 4， 故 我 们 无 法 把 TM 
RAR P 中 去 ， 这 一 点 就 直观 上 看 是 很 明显 的 。R' 中 一 曲面 
$ 在 其 上 任 二 点 的 切 平面 必 交 于 一 直线 《如 果 这 两 点 处 于 曲面 上 
的 一 般 位 置 ), 这 是 和 TM 的 定义 相 违 背 的 。 尽管 如 此 , 若 在 闭 曲 
iis 上 给 定 一 个 向 量 场 X, 由 于 点 x 的 切 向 量 (包括 车 向 量 ) 可 以 
用 一 由 * 出 发 的 有 向 线段 (包括 一 点 ) 来 表示 ， 则 叉 仍 可 在 R 中 
描绘 出 来 。 当 上 映射 X 为 可 微 时 称 X 为 于 上 的 可 微 向 量 场 。 

EXIL MM 上 可 微 向 量 场 X 的 一 条 积分 线 7 是 一 个 C ASA 
Bb oT:l— M， 使 得 对 一 切 :+E 了 都 有 

YCE) = XQOGD, a) 
这 里 了 ERAL- FRKE, XOG) 表示 位 于 对 上 7Y(#) 这 
一 点 的 切 空间 TrwyM 中 的 场 区 的 向 量 ， 

特别 地 ,车 * 为 Xx 的 零点 , 则 可 定义 一 映射 r, 使 YC(1) m9 x, 
这 时 r) 时 0。 由 此 可 见 , 奇 点 是 向 量 场 的 特殊 积分 线 。 

如 同 欧 氏 空间 中 定常 方程 所 确定 的 向 量 场 一 RR, E ub 若 
T) 是 X 的 积分 线 , 则 v(—:20) 和 YG +r) Cr AE) 也 都 是 X 
的 积分 线 。 

« M Lj 


imm 一 人 一 一 


EB TOC ROEAKE KR BAR ERI. Dist LAU 
场 X 也 只 能 有 局 部 的 坐标 表示 ， 设 (x, Yit x.) 为 n 维 流 形 
MM 在 其 上 一 开 邻 域 口 中 的 局 部 坐标 , 则 多 可 在 U 中 用 一 算 子 


3 fiénm, x) ps (2) 
来 表示 ,而 它 的 积分 线 则 是 自治 方程 组 
S om fil st) (i=l, n) G) 


BLR EEk f, 至 少 为 一 次 可 微 。 于 是 X 在 M, LORDE 
的 存在 性 ,唯一 性 和 可 延展 性 等 等 都 可 借助 于 M。 上 的 地 图 集 和 
Re 中 的 微分 方程 理论 而 得 到 。 特 别 地 , 若 寻 为 仿 紧 流 形 〈 紧 流 形 
是 其 特例 )， 则 由 仿 紧 性 和 微分 方程 论 知道 总 可 作 适 当 的 时 间 变 
换 ,使 得 沿 着 的 每 一 积分 线 向 两 个 方向 延展 时 ,+ 的 变动 范围 为 
《一 co,c0)， 此 外 ,常见 的 流 盒 《flow box) 定理 ， 或 流 在 常 点 邻 
域 中 的 直 化 定理 在 对 。 上 也 同样 成 立 ， 所 有 这 些 事实 的 证 明 都 
可 以 在 [3] 中 找到 。 

这 样 ; 和 在 邓 。 上 的 积分 线 全 体 , 或 即 方程 ( 切 的 轨 线 全 体 便 
确定 M。 到 它 自身 的 一 个 单 参 数 变 换 群 ;或 M。 上 的 一 个 动力 系 
£t. i 

反 过 来 ,我 们 也 可 以 在 M, 上 人 先 抽象 地 定义 一 个 流动 p(t,x)， 
或 称 之 为 实数 群 尺 对 ,的 作用 .? 这 就 是 一 个 连续 映射 pR x 
M, >M, 使 得 对 一 切 x€ M。 王 一切 n,ne R YE: 

q(0,x) = x, qn pn x0) = ps + nx), (0 
则 称 oC. x) 为 对。 上 的 一 个 动力 系统 对 阅 定 的 x, 集合 
ÍgG.)es 称 为 过 点 zx 的 轨 线 。 若 pGr) her = x, WEK x 为 
奇 点 。 当 外 为 可 徽 映 射 时 , 称 wzsxr》 为 可 微 动力 系统 。 对 于 M。 
上 的 可 微 动力 系统 pG, xz)， 经 过 任 一 ' 非 奇 点 有 了 瞧 一 的 轨 线 以 及 


1》 对 于 更 一 般 的 群 6 在 一 集 E 上 的 作用 以 及 由 此 产生 的 的 道 空 闻 的 定义 与 性 庄 
可 参考 [ 幻 卷 HE, 12.10. 
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它 在 此 点 的 有 向 切线 。 这 些 有 向 切线 以 及 奇 点 的 全 体 就 构成 M。 
上 的 一 个 可 微 向 量 场 ， 
注意 : 要 描述 M。 上 的 时 变 向 量 场 ,可 以 改 为 研究 乘积 流 形 
N= M, XR 上 的 向 量 场 
" B8 Yo pô 
Z X(x,u) T E» 2 f; Óx; 十 Su , (5) 
其 中 XCx,w)€ T,M， 此 向 量 场 局 部 地 对 应 于 非 定常 方程 组 


一 Fo (6) 
dz 


关于 曲面 上 的 动力 系统 ,利用 局 部 坐标 系 ,我 们 也 可 以 象 平面 
定常 系统 一 样 来 定义 每 一 个 孤立 奇 点 的 指标 ， 它 是 一 个 整数 。 问 
知 的 有 下 一 十 分 重要 的 Poincaré 定理 : 

定理 1 若 闭 幅面 MM 上 的 向 量 场 有 有 限 个 奇 点 OOs 
Op 它们 的 指标 分 别 用 ind Di ,ind O, 来 记 , 则 


k 
M indo; = X(M). (7) 


推论 1。 闭 曲 面 中 共有 T 和 K 上 才 有 可 能 存在 无 奇 点 的 
HEH, 

RI 设计 为 有 边界 的 紧 曲 面 ， 车 其 上 的 可 微 向 量 场 X 与 M 
的 边界 处 处 横 截 相交 或 处 处 相 动 , 且 只 有 有 限 个 奇 点 , 则 定理 工 对 
XERE. 

推论 2。 在 H. 与 B, 上 也 可 能 存在 无 裔 点 的 向 量 场 X, 如 
果 和 满足 系 1 中 的 边界 条 件 ， 

下 面 简 要 介绍 有 关 流 形 上 动力 系统 的 七 个 问题 ， 这 些 问题 是 
研究 曲面 动力 系 绕 所 必须 知道 的 知识 。 


I. 轨道 空间 


前 面 已 经 提 到 , M 上 的 动力 系统 ?的 轨 线 充满 整个 M ， 不 同 
的 针线 设 有 公共 点 ， 今 把 对 上 两 点 属于 同一 轨 线 看 成 是 一 种 等 价 
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关系 ， 则 被 除 于 这 种 等 价 关 系 所 得 的 商 空 间 V 称 为 的 轨道 空 
何 , 记 为 V = M /gq， 我 们 有 : 

定理 2.。 HEMER? 的 轨道 空 间 V 是 连通 一 维 流 形 ， 具有 
可 数 基 ， 如 果 P 没 有 奇 点 , 则 了 中 每 一 点 的 余 集 是 一 开 集 。 

但 即使 是 十 分 简单 的 曲面 动力 系统 ， 它 的 轨道 空间 也 可 能 不 
是 Hausdorff 空间 ,并 且 往 往 很 难 用 一 维 图 形 把 它 恰 当地 表示 B 
来 。 例如 图 2.1(a) 中 所 给 的 既 无 奇 点 亦 无 闭 扫 的 平面 动力 系统 ， 
其 轨道 空间 内 能 用 图 2.1(b) 或 《c》 之 一 来 表示 ,其 中 诸 点 eb, 
csd 依次 表示 图 2.302) 中 4,B, C, D 庄 点 所 在 的 轨 线 。 又 图 
2.1(b) 中 的 f(x) 表示 R 上 开 区 间 Cto) 的 一 个 增 间 胚 , 我 
们 约定 把 * 与 f(x) 等 同 为 一 点 。 图 21e) HHR T EUN 
头 表示 其 下 端 是 开 的， 但 可 进入 4 或 5 的 任意 小 邻 域 .由 此 可 见 
在 这 个 例子 里 ,轨道 空间 了 了 中 点 5 的 任 一 令 域 与 点 42 的 任 一 邻 域 
VAARA RV RÆ Hausdorff ZH, 


e a xi 


NEN SS 


p ACIS a 


byoR 
(9 


E 2.1 


EFAA 22 所 示 的 平面 动力 系统 , 轨 线 vv, 与 奇 点 CD 所 
对 应 的 轨道 空间 中 的 三 点 中 , 忆 , 囊 的 任何 两 点 都 不 能 用 邻 域 来 分 
开 ， 并 且 要 象 前 例 中 那 祥 用 一 个 一 维 图 形 来 表示 轨道 空间 了 也 不 
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ADEERUGEHE. 看 来 释 示 这 个 动力 系统 的 轨道 空间 最 好 的 办 法 还 
是 用 图 2.2, 只 要 我 们 约定 “每 一 轨 线 都 当做 一 点 君 待 ”并且 知道 
这 种 新 的 点 在 轨道 空间 中 的 邻 域 是 什么 。 

熟知 的 是 : ”一 个 连通 仿 紧 一 维 流 形 必 微分 同 有 是 于 S. R, 
10,1] 或 [0,1)《 见 [31)。 但 若 在 图 2.1(b) 的 一 维 流 形 中 先 取 
1 (x) 一 ,再 取 了 一 fs) 一 **， 则 易 见 所 得 的 两 个 一 维 非 
Hausdorff 流 形 不 是 C! AZAR, R FOOD 一 xi, E 
r= RT, REZA 2.1(b) 所 未 的 拓扑 空间 具有 两 个 非 
仇 分 同上 且 的 光滑 结 格 。 但 是 要 在 Hausdorff 空间 中 举 由 一 个 这 样 
的 例子 却 是 非常 困难 的 ( 见 141 第 六 章 )。 


H. 离散 动力 系统 


设 $C(x) 是 流 形 M 到 它 自己 的 一 个 同 胚 , 则 {J"(x)},ez 称 为 
M 上 的 离散 动力 系统 。 显 见 若 eO 是 流 形 M 上 的 动力 系统 ,好 
对 任 一 + 0, (p(kt,x)) gez 也 是 对 上 的 离散 动力 系 统 。 事实 
上 ,上 的 离散 动力 系统 乃 是 整数 群 Z 在 MM 上 的 作用 : ZX M 
M。 离 散 动 力 系 统 除 了 有 许多 与 连续 动力 系统 类 似 的 性 质 ， 如 周 
期 点 ,极限 集 等 以 外 ,我 们 还 可 以 利用 它 的 轨道 (实际 上 ,每 一 轨道 
都 是 可 数 无 限 多 个 点 所 构成 的 双 商 无 限 点 列 ) 定义 等 价 关 系 和 由 
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此 而 得 到 的 罗 道 空间 ， 这 时 ， 轨 道 空间 与 原 空间 维 数 相 疝 。 如 : 
$-—5R/Z,ÍL—S x R = RZ x (0), 
T'—ÉLIZ = RZ XZ, (8) 
等 等 ， 
EAN A 20 世纪 60 年 代 开 始 茵 勃发 展 起 来 的 \ 议 S.Smale 
为 首 的 微分 动力 系统 理论 和 从 AN. Sarkovskii 开始 的 区 间 映 射 
理论 〈 尘 动力 系统 ) 所 研究 的 对 象 也 是 流 形 或 区 间 上 的 离散 动力 
系统 。 另 外 。 计 算数 学 中 的 又 代 步 又 也 可 以 看 成 是 半 离 散 动力 系 
统 。 它 们 与 连续 动力 系统 之 间 的 另 一 种 联系 可 在 下 一 段 中 看 到 ， 


HI. 离散 动力 系统 的 扭 扩 (suspension) 


在 I 中 我 们 已 经 看 到 ,可 以 取 流 形 M 上 微分 动力 系统 所 确定 
的 变换 群 中 的 一 员 来 产生 对 上 的 一 个 离散 动力 系统 。 反 过 来 ， 我 
们 也 可 以 由 M 上 一 全 离散 动力 系统 ( 它 由 某 一 微分 间 胚 所 产生 ) 通 
过 扭 扩 的 手段 而 得 到 比 允 高 一 维 的 流 形 上 的 一 个 可 微 动 力 系统 。 
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(x,u) — (f "(e tn), n€ Z (9) 

定义 Z 在 乘积 流 形 MX R 上 的 作用 ， 记 

N — M x RİZ 
为 商 空间 。 形 象 地 说 ,如果 以 好 为 底 作 高 为 1 的 枉 体 ,并 且 对 任何 ， 
x€ M， 我 们 总 把 两 点 (x,0) 与 《f x),1) 等 同 起 来 ,如 此 得 到 
的 空间 就 同 胚 于 N. N 上 的 动力 系统 以 平行 于 柱 面 的 导线 的 . 
直线 段 来 构 成 它 的 轨 线 ,没有 奇 点 ,和 在 N 中 的 轨 线 与 了 在 M 中 的 
离散) 轨道 之 间 存 在 1 一 1 对 应 ，X 的 周期 轨 线 对 应 于 了 的 周期 
点 。 例 如 : 若 IO =y, 10) s, [f — 2, Wl x E f 89—7- 
局 期 点 . 按 (9) 式 ,图 2.3 中 的 4(Cx;0)》 应 等 同 于 4 Cf 160,0 一 
4(z,1), BC(y,0) 应 等 同 于 BG XY), 1) = B'(x,1)， C(z,0) 
应 等 同 于 CRGO.) C,1), 故 AB'BCCA 是 扭 扩 动 
JJAUSBSBIEA,. RIIE NAME t 所 得 到 的 扭 扩 流 形 ， 而 为 f 


的 扭 扩 场 ,可 用 2 ARZ. 


EX2. i& foh 是 把 流 形 Mi RAWE M: 的 两 个 映射 . 
如 果 存 在 问 伦 映射 F: Mi X P— M 其 中 了 一 [0 1], 使 得 
F(z，0) = fil), F(x, 1) = fi) 对 x€ Mi, WIR f. RC 
于 fa 

合 痕 的 概念 和 理论 在 曲面 的 粘 合 和 分 类 问题 上 很 有 用 处 ， 读 
者 可 参阅 [4] 的 第 八 , 九 两 章 。 这 里 只 举 三 个 简单 的 例子 ， 说 明 合 
——9 —9 | 

$$1. S 到 它 自 己 的 微分 同 胚 了 如 果 保 持 定向 , 则 f CT 
恒 等 映射 ;如 果 f 逆转 定向 , 则 它 合 痕 于 对 称 映 射 2 一 一 9， 这 时 
1 有 两 个 不 动 点 。 

$12. S, 到 自己 的 微分 同 胚 # — rT, 
当 了 于 保持 S' 的 定向 时 ;RN 微分 同 胚 于 K, 5f 逆转 8 的 定向 
时 。 在 后 一 情况 捏 扩 场 有 两 个 周期 为 1 的 轧 期 轨道 . 

$13. 若 M 的 微分 同 凸 1 GR T IBS, N'ES NOE 


"47 ， 


同 构 于 乘积 空间 M x S! 


IV. 动力 系统 的 靖 积 与 分 解 


定义 3， 设 fR X Mi 一 M; (i 一 1,2) 是 两 个 动力 系统 ， 
则 在 乘积 流 形 M, X M; 上 由 

F(t,z X y) fsx) X fí(,3), t€ R, x€ Mi, YEM: 
所 定义 的 动力 系统 F:R X Mi X Mi M, X M, 称 为 两 动力 系 
统 h 5 fh HRR. 


904. R Lit gG x) 一 ctx 是 向 量 场 ke 2 或 定常 


方程 zt 一 kx 的 轨 线 , 故 一 共 只 有 三 条 , 即 原点 (BA), RA 


R, SERIER kik: E ga, x) 与 pG) 在 R 上 
的 染 积 流 , 则 得 平面 上 的 向 最 场 Ar 2- + ky » 或 定常 方程 


组 
dx 


dx a dy 一 
dt hx, di LA 


AA kk O0 moo, RUTES AARRE m p. 线 
族 . 

M5. 及 上 的 流 o, — ex 与 S 上 的 旋转 oG, y) 一 
y 0: BUSERUEDEE R xS 上 的 流 4, 它 有 唯一 的 闭 轨 {0} X 
S, 而 一 切 其 它 轨 线 都 是 往 面 上 的 螺 线 , 当 ; 一 一 2 时 每 一 螺 线 都 
以 此 闭 轨 为 其 极限 集 ， 即 10) x S 是 f 的 唯一 的 (不 稳定 ) 极 限 
环 . 

9j6. S 上 的 旋转 qx) 一 zx 十 Bit 与 男 一 3 上 的 旋转 
plss y) — y O04 的 乘积 是 环 面 T?— $3 x S 上 的 流 eG, 
y) = (x-0,5,y 十 04), 04 0,/0, 为 有 理 数 时 称 为 有 理 流 ,9./6, 为 
无 理 数 时 称 为 无 理 流 ，T* 上 的 有 理 (无 理 ) 流 也 可 以 看 成 是 3 的 
有 理 (无 理 ) 旋 转 所 产生 的 离散 动力 系统 的 扭 扩 。 熟 知 的 是 : 有 于 
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该 的 执 线 全 是 闭 轨 , 币 无 理 流 的 任 一 轨 线 在 T! EIER BID 
闭 包 是 整个 环 面 。 

由 例 4 可 以 看 由 ， 虽 然 因子 空间 中 的 动力 系统 的 扫 线 族 只 有 
唯一 的 拓扑 结构 ， 但 乘积 流 的 雪线 族 却 可 以 有 不 同 的 拓扑 结构 。， 

EXN 4. 设 f:RXM 一 对 是 对 上 一 动力 系统 ，e: 尺 一 玉 
是 尺 的 连续 自 同 构 + 一 0t, B; M 一 入 为 一 间 肪 映射 则 go 
hf(ah)^ 是 N 上 一 动力 系统 , 称 8 为 由 了 借助 于 Co, 5) 诱导 而 
得 的 动力 系统 。 

例 7. Yi k: Rx S — RA(0) rH 

h(x,0) = c*0, xE R, 0c S! 
所 定义 ，a 为 桓 等 映射 ，f 是 例 5 中 R x 3 ERRI. WE 
是 RAO 上 的 动力 系统 。 若 再 规定 D Xp EKBA, WU e 便 成 为 
R 上 的 动力 系统 。 它 有 唯一 的 (稳定 ) 奇 点 0; 唯 一 的 (不 稳定 ) 极 
哺 环 , 即 单位 圆 ,其 它 的 轨 线 都 是 螺 线 。 

最 后 提 一 下 向 量 场 在 覆盖 映射 之 下 的 提升 〈lifting)。 设 f: 
Er M 为 一 覆盖 映射 ,XxX 为 M 上 的 向 量 场 , 则 在 M 上 存在 唯一 
的 测量 场 名 ,使 

fex f, 
这 里 17 是 f 所 诱导 出 来 的 T 改 到 TM 上 的 映射 。 又 车 7 一 
H2. 则 Æ 入 的 积分 线 当 且 仅 当 7 是 及 的 积分 线 . È RAX 
在 M 中 的 提升 。 关 于 提升 的 其 它 性 质 可 参阅 E111. 


V. 动力 系统 的 等 价 


今 介 绍 不 同 动力 系 绕 之 间 的 三 种 意义 不 全 相同 的 等 价 性 ， 

a. REIR 

EX 5. WRMOM 与 8:N 一 NN 分 别 为 两 个 流 形 M 与 
N 上 的 同 胚 映 射 ， 或 由 它们 所 产生 的 离散 动力 系统 。 如 果 存 在 同 
ER. MN 使 得 好 一 gh, DIRI g bai i 
f.gh 镶 为 微分 同 胚 ,例如 都 属于 Cr m0, WRIS% CI 
A. 7 
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MIRRA m (NV, mURUNNCSURHEMN, (HUNG 
dksegymRUU EreEE. 例如 ， inp 与 E zx 不 是 微分 


KH. MARES 与 & 都 是 微分 同 聊 时， 我 们 通常 也 只 研究 它 
们 是 否 为 拓扑 共 元 的 问题 ， 

b. 连续 流 的 流 等 价 

定义 6， 设 P 与 罗 分 别 为 流 形 机 与 N 上 的 流 , a: R-* R 由 
pb, 0 之 0 EX, kh: MN 是 一 同 肛 映射。 如 果 如 一 
pha, WR e 53 62695588 Hf. 

TE, ERDIRA S BATARA S HEBOPR TIE 
9e (RJ& HE & REER ARA A ARMARRIA HT) 
轨 线 ， 而 且 它 还 保持 闭 轨 的 周期 之 间 的 比例 。 所 以 有 时 甚至 两 个 
流 的 要 图 有 相同 的 执 扑 结构 ,但 却 非 流 等 价 。 由 此 可 见 , 要 求 两 个 
动力 系统 为 流 等 价 仍 嫌 过 于 匣 刻 ， 下 面 的 等 价 性 要 比 流 等 价 的 要 
AS — e, 

c. 拓扑 等 价 

ELT. M 上 的 流 9 与 N 上 的 流 中 称 为 在 同 胚 4:M 一 六 之 
下 为 拓扑 等 价 ,如 果 上 把 ?的 轨 线 映 到 中 的 轨 线 ， 并 且 保 持 定向 . 
MEERDER 1 与 z 称 为 是 拓扑 等 价 ， 如 果 存 在 对 的 另 一 同 胚 
We 8S UE f 的 轨道 竖 到 & 的 轨道 . 

例 8. 稳定 焦点 分 域 中 的 轨 线 图 拓扑 等 价 于 稳定 结 点 领域 ， 


中 的 鸭 线 图。 映射 mds x 与 imd x 是 拓扑 等 价 的 。 


不 难 证 明 8 旋转 二 局 与 旋转 = 局 是 拓扑 等 价 的 ,但 却 不 


PtH, 关于 在 什么 条 件 下 可 由 离散 动力 系统 的 拓扑 等 价 推 é 
型 拓扑 共 思 的 问题 ,可 以 参考 [12]。 l 

对 于 例 5 中 T 上 的 有 理 流 与 无 理 流 ,我 们 有 : 

定理 3. T 上 一 切 有 理 流 都 是 流 等 价 。 但 对 无 理 数 o 53 8， 
T! 上 的 “无 理 流 与 无 理 流 为 拓扑 等 价 当 且 仅 当 存 在 以 整数 为 : 


元 素 的 二 阶 方 阵 4 使 得 4 (5) = (g) GERRI. 


VI. 流 形 上 轨 线 的 分 类 


流 形 M 上 连续 动力 系统 的 轨 线 也 和 平面 动力 系统 一 样 ， 可 以 
分 为 奇 点 、 闭 轨 线 和 开 轨 线 三 种 。 但 现在 开 雪线 中 又 有 两 类 本 质 
不 同 的 轨 线 , 邓 一 种 是 尺 到 对 中 嵌 人 腾 射 的 象 ; 另 一 种 则 仅 为 单身 
漫 人 的 象 ,例如 T! 上 无 理 流 的 任 一 轨 线 就 属于 这 一 类 ， 

其 次 ， 按 通常 常 微 定性 理论 或 动力 系统 专著 上 对 于 轨道 回归 
性 的 定义 来 看 , 奇 点 利 周期 轨 线 都 具有 回归 性 或 非 游荡 性 [8],[10]. 
[10] 第 五 章 还 对 一 般 度量 空间 中 的 非 游荡 运动 作 如 下 的 细 分 : 

奇 点 C 局 期 运动 筷 拟 周期 运动 各 概 周 期 运动 和 回复 运动 CP 
式 稳定 运动 C 非 游 功 运 动 。 

其 中 包含 范围 最 广 的 非 游 荡 运 动 的 定义 如 下 : 

定义 8. 动力 系统 IN 中 的 点 了 称 为 非 游 荡 点 ， 如 果 对 
于 任 一 包含 它 的 邻 域 U(p)， 总 能 找到 足够 大 的 12] ;使 
UGN UG a < 9. 

由 此 可 见 ,虽然 从 几何 图 形 来 看 ,局 期 轨 线 应 与 普通 轨 线 属于 
同一 类 ,但 是 从 动力 系统 的 观点 来 看 , 则 它 应 和 T^ 上 处 处 稠密 的 
无 理 流 的 轨 线 属于 同一 类 ,因为 它们 都 是 非 游 荡 的 ， 

我 们 知道 , 常 微 定性 理论 的 创始 人 H. Poincaré 在 研究 一 般 
说 来 是 无 法 求 得 通 积分 的 一 阶 常 微分 方程 (组 ) 时 ， 人 为 地 引进 时 
HSA 1, 而 把 一 阶 方程 (组 ) 变 为 一 阶 定常 动力 系统 ,把 积分 线 变 
为 雪线 。 换 言 之 , 即 引进 运动 的 观点 。 这 是 一 个 伟大 的 创举 , 自 此 
以 后 的 一 百年 来 ， 常 微 定 姓 理论 和 抽象 动力 系统 的 理论 就 有 了 区 
勃 的 发 展 。 然 而 就 定常 方程 组 来 说 ， 知 道 了 原来 未 曾 引进 + 时 的 
方程 (组 ) 的 积分 线 的 全 局 拓扑 结构 以 后 ， 可 以 说 问题 也 就 解决 得 
差不多 了 5。 如 果 不 论 对 于 什么 问题 都 要 抓 住 + 不 放 的 话 , 有 时 也 


1) 当然 在 讨论 硒 点 与 孤立 导轨 的 稳定 性 ， 等 时 中 心 等 问题 时 仍 须 考虑 时 间 * 的 
大 小 及 正 负 。 


M 
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会 带 来 一 些 新 的 、 但 可 能 是 重要 性 不 很 大 的 麻烦 事 。 这 一 点 我 们 
在 Vb 自已 经 看 到 。 现在 对 轨道 的 回归 性 我 们 又 再 一 次 看 到 类 
似 的 情况 。 有 鉴于 此 , 我们 认为 13] 中 对 动力 系统 的 轨 线 的 正常 性 
与 回归 性 给 以 新 的 定义 是 可 取 的 ,由 此 也 带 来 一 些 方便 ?。 

定义 9. 流 形 M 上 动力 系统 和 的 轨 线 Y 如 果 不 是 奇 点 , 则 称 
为 非 奇 雪线 .如 果 对 非 奇 轴线 7 存在 xX 中 的 适当 的 可 直 化 邻 域 0， 
使 > 在 UNY 中 只 有 一 个 弧 自 (或 局 部 稀 密 ), 则 称 > 为 正常 轨 线 
《或 局 部 稠密 轨 线 )。 既 非 奇 点 又 非 正常 的 轨 线 称 为 闸 归 轨 线 。 

BEES 回归 雪线 不 一 定 是 局 部 稠密 的 - 

定理 4. 一 非 奇 轨 线 7 为 正常 的 当 且 仅 当 它 是 对 的 一 个 局 
部 闭 子 流 形 。7 是 局 部 种 密 当 且 仅 当 存在 对 的 一 个 开 集 5， 使 了 
EU rog joa cds. 

定理 5， E oDdEHREDM EIE XBI—ÁOPEG.]5— 
非 奇 轨 线 7 的 交 不 是 空 集 , 则 它 必 为 一 可 数 集 1. 1 具有 下 列 三 种 
性 质 之 一 ， 

1) Hv 是 正常 轨 线 时 , 7 是 1 上 的 离散 集 ， 

2) 了 在! 的 某 一 开 集 上 是 独 密 的 , 当 7 为 局 部 稠密 轨 线 ， 

3) L 在 :上 无 处 稠密 ,但 又 无 孤立 点 ， 这 时 工 在 LAE 
I 是 闭 的 完全 集 , 同 胚 于 Cantor 集 。 我 们 称 Y 为 例外 轨 线 . 

此 定理 中 的 情况 3) ÆT LETKA, A $3. 

定理 6， 设 xX 是 可 定向 流 形 M 上 的 一 个 无 处 为 零 的 向 量 场 ， 
则 XX 的 每 一 非 闭 轨 线 必 与 x 的 一 条 闭 的 横 截 线 相交 。 

注意 : 如果 久 有 奇 点 , 则 定理 5 不 一 定 成 立 。 

定义 10. 流 形 M 上 的 向 量 场 X 的 极 小 集 是 M 的 这 样 一 个 子 
空间 , 它 非 空 , 闲 , 在 xX 之 下 不 变 ; 并 且 它 的 任何 于 集 部 不 同时 具有 
上 述 三 个 性 质 ， 

易 见 M 上 每 一 非 空 紧 不 变 集 必 包 含 一 极 小 集 ， 从 而 任 一 轨 线 
的 闭 包 中 必定 含有 极 小 集 。 


D 实际 上 5 定义 9 中 所 说 的 回 妇 性 是 报 轨 线 作为 积分 线 看 待 时 ， 它 在 其 上 一 点 的 
邻 城 口 中 的 回归 性 .这 不 同 于 通常 所 理解 的 轨 线 关于 时 | 则 而 言 的 回归 性 ， 
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M. Herman Æ TXR 上 造 出 无 紧密 极 小 党 的 解析 e 
场 ， 在 R' 中 是 否 存 在 无 航 小 集 的 动力 系统 还 不 清楚 。 

定理 ?7. 紧 连 通 二 维 流 形 轩 上 的 极 小 集 关 不 是 M 本 身 , 则 不 
能 有 内 点 。 M 上 的 极 小 集 只 能 是 奇 点 、 闭 轨 线 、 一 例外 轨 线 的 肝 
包 ， 或 整个 流 形 村 在 最 后 一 情况 MM 只 能 是 T:， 该 事实 的 证 明 
最 先 由 A. J. Schwartz 所 得 到 , 见 [13] ,第 七 章 附录 。 

值得 注意 的 是 ， 例 外 轨 线 是 开 轨 线 ， 测 它 的 闭 包 又 是 异 于 邓 
的 闭 集 ， 因 而 不 含 内 点 ， 因 此 这 一 极 小 集 E 是 个 含有 元 限 多 条 轩 
线 的 无 内 点 闭 集 , 蓉 中 任 一 轨 线 的 闭 包 都 只 能 是 E. 

对 于 一 般 的 紧 Hausdorff 空间 ,我 们 有 : 

定理 8. 设 X 是 紧 Hausdorff 空间 ,T 是 XX 中 的 流 p 的 轨 
线 , 则 下 列 四 件 事 彼此 等 价 : 

1) DT 是 XX 的 一 个 闲 子 集 ， 

2) P 是 o 的 奇 点 或 汶 轨 ， 

3) oT) =F, 

4)》 工 一 了 


VI. 线 球场 


: EMI. 若 对 流 形 对 上 的 每 一 点 *， 在 切 空 间 T.M 中 给 
定 的 不 是 一 向 量 , 而 是 一 直线 上 上;:， 则 如 此 所 得 的 切 从 TCM) 的 
子 从 孔 称 为 对 上 的 一 个 线索 场 。 

由 此 定义 知 线 素 场 不 能 有 奇 点 ， 央 而 由 定理 ! 后 面 的 推论 1 
和 系 1 知道 : 只 有 在 T’, K, H, B, 等 四 种 曲面 上 有 可 能 存在 线 
素 场 ， 显 见 当 流 形 MM 上 给 定 一 无 奇 点 向 量 场 Xx 时， 它 也 就 决定 了 
上 一 :个 线 素 场 ,但 其 逆 不 一 定 成 立 ， 当 定义 11 中 的 于 从 为 明 
显 从 时 , 称 为 可 定向 的 ， 这 时 由 吾 可 以 决定 要 上 两 类 (方向 相反 
的 ) 向 晤 场 ， 属 于 同一 类 的 商量 场 处 处 指向 相同 ,所 差 的 只 是 向 量 
的 长 度 。 当 已 经 取 定 其 中 一 类 向 量 场 时 ,5 RADERA EZ, 
当 子 从 碧 不 是 明显 从 时 ,EB ROGA ERU, 

可 定向 流 形 上 的 可 定向 线索 场 的 例子 容易 举 出 。 下 面 举 三 个 


.2 和 + 


HT. 
$19. 可 定向 流 形 上 的 不 可 定向 线 素 场 。 
BERTE 
int do + ocos $E dO = 0 
确定 柱 面 R 一 (0) ERRA 4 k ARET ERK, 《为 
奇数 时 是 不 可 定 向 的 。， 这 由 9 一 “是 积分 半 射 线 ， 且 在 其 上 


有 
8 . 
cos E =a cos tz — (—1) 

可 知 。 因 为 上 述 线 素 场 若 为 可 定向 的 、 则 两 相 邻 积分 直线 上 的 方 
让 必定 有 一 指向 原点 ， 而 另 一 则 离开 原点 。 此 事 仅 当 有 偶数 条 积 
分 半 射 线 通 过 原点 时 才 是 可 能 的 。 

例 10. 不 可 定向 流 形 上 的 可 定向 线 素 场 。 

见 图 2.4, 

8L 不 可 定向 流 形 上 的 不 可 定向 线 素 场 。 

见 图 2.5， 其 中 左右 两 边 倒 向 相 接 。 若 要 相 邻 的 轨 线 方向 一 
致 , 则 1 4,C 或 B, 上 别处 至 少 会 出 现 一 个 奇 点 ,与 线 素 场 的 定义 
KE. . 


B2 
IR 2.4 EH 2.5 
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定理 9. R 中 一 单 连通 开 集 上 的 任 一 线 素 场 必 为 可 定 IA 
BS. 
定理 10. 对 于 流 形 M 上 的 任 一 线索 场 巨 ， 必 定 存 在 好 的 一 
个 可 定向 两 重 覆盖 流 形 履 ， 使 得 E ERER r: MM 之 下 
的 逆 象 二 x*E 是 M 上 的 可 定向 线 素 场 。 

定义 12. YMPRRHE ITE, SEX E RHR 为 EE 
LEAH X KHR. 4 EARE EN E BIOL 20. Ê 
上 任 一 向 量 场 E 的 胃 线 在 MM 上 的 投影 . 

由 此 出 发 便 可 把 前 面 关于 向 量 场 的 周期 轨 线 ,正常 轨 线 ,局 部 
黎 密 轨 线 ， 例 外 轨 线 ， 极 小 集 等 概念 与 结果 推广 到 线 素 场 来 。 例 
如 ,对 应 于 定理 6 现存 我 们 有 : 

定理 11.。 盛 边 紧 曲 而 M 上 得 一 线 素 场 必 有 一 闭 的 模 截 线 。， 


. * 


$3. 环 面 上 两 类 特殊 的 动力 系统 


FE H. Poincaré 的 开创 性 论文 “微分 方程 所 定义 的 积分 曲 
线 "中 , 环 面 动力 系统 就 和 平面 动力 系统 一 样 地 受到 重视 而 被 研究 
过 ,并 且 得 到 一 些 英 菇 性 的 结果 ,如 有 理 流 与 无 理 流 ,旋转 数 ,遍历 
执 线 以 及 例外 执 线 等 等 。 但 是 时 至 今日 ,着 与 平面 定性 理论 相 比 ， 
则 环 面 定 性 理论 可 以 说 还 只 是 处 在 一 个 早期 阶段 。 曾 被 人 们 研究 
得 较 多 的 只 有 两 类 很 特殊 的 系统 : 一 类 是 无 奇 点 的 环 面 系统 ; 3 
一 类 是 可 以 有 孤 辽 奇 点 ,但 还 存在 一 个 积分 不 变量 的 坏 面 系统 ,本 
节 将 介绍 这 两 方面 的 一 些 较 新 的 成 果 , 以 后 在 $$11 一 12 中 我 们 将 
再 介绍 比 它们 更 为 一 般 的 环 面 动力 系统 。 


L 无 奇 点 环 面 动力 系统 


设 已 给 动力 系统 
t= P(x,y) ý = Q(x y), (1) 
这 里 
PCs + 1,y) — P(x,y +1) = P(r,y), QC + 1,9) 
E Qs, y 十 1) 一 QCx,y). (2) 
假设 P, 8 连续 ,, 且 能 保证 《1) 对 初 值 问 题 有 唯一 的 解 。 由 (27 知 
P,Q 有 界 ; 故 (1) 的 任 一 解剖 在 整个 + 轴 上 存在 。 条 件 (2) ERI 
得 以 把 (x,y) 平面 上 的 单位 正方 形 Osa 1, 0s yslBx 
边 登 合 ,而 招 (1》 看 成 是 一 个 环 面 T^ 上 的 动力 系统 来 加 以 研究 . 
AFERON ATA k P,Q 不 同时 为 零 。 为 简单 起 见 ，、 假 设 
P(x,y) 在 单位 正方 形 中 处 处 不 为 零 ?。 于 是 C1) 也 可 以 消去 :而 
成 为 x.» 的 方程 


1) M P,Q & C! 时 可 证 必定 存在 坐标 变换 。 使 变换 后 的 方程 满足 PO y0 的 
EH RR, 00 
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r,sY)} 
e gent = f.) G) 
其 中 fCr,y) 连续 ,是 
rt+1y) m fry + 1) = f(x,y), 
对 一 切 zy。 这 时 (3) 的 每 一 积分 线 必定 穿 过 ? 加， 假设 以 (0,?) 
为 初 值 的 (3) 的 积分 线 是 y 一 pC《x,m)， 此 积分 线 必 可 向 右 延 拓 而 
与 * pP 相交 (但 有 可 能 先 与 ”== 1 相交 若干 次 ), 设 交点 为 1 一 
P,ag) 一 p(w)}。 易 见 对 于 国定 的 zq(, a) (OU Da) 是 
的 单调 递增 函数 ， 因 此 ?一 (0) WE v CAT (AX t= 
1 和 >Y= 一 060 等同) 的 一 个 同 胚 映 射 e. 又 由 (3) 的 解 的 唯一 性 和 群 
的 性 质 知 有 ; 
gsm *tm)- gx m) Tnm, 
gn ,qn,m)) = en, pm 9)) = pm +n, 1), 
对 任何 整数 m,n 成 立 。 再 由 周期 性 知 (4) 中 第 二 个 等 式 即 
do ede mnm grim, (5) 
以 下 几 个 定理 是 熟知 的 ,证 明 从 略 ( 见 [15J,[16])。 
定理 1, 4 |#| 一 so 时 极限 
lim Pn) 一 lim EaD as p (6) 


is ex 


(4) 


LII 


存在 ,其 值 e 与 "无 关 , 而 由 方程 (1) 唯 一 确定 , 称 为 旋转 数 。p 为 
有 理 数 的 充 要 条 件 是 由 的 某 个 笑 次 存在 不 动 点 , 即 (3) 存 在 闭 积分 
线 , 或 (1) 存 在 周期 轨 线 。 

定理 2。 设 f(x,y) 连续 地 依赖 于 一 参数 <， 则 当 e 连续 变 
动 时 , e 也 随 之 而 连续 变动 。 

易 见 当 。 为 有 理 数 时 ， 如 果 环 面 上 除了 闭 轨 线 以 外 还 存在 非 
闭 轨 线 , 则 它们 的 两 端 都 必 趋 于 不 同 的 或 相同 的 闭 轨 线 ， 

A SRE x — 0,0 志 y 过 1, 它 在 环 面 上 是 一 个 子午 贺 ， 
可 视 为 环 面 流 的 闭 横 截 线 。 以 OW. E y en. a) 向 两 个 方向 
无 限 延 长 时 与 3 的 一 切 交 点 所 成 之 集 的 极限 点 全 体 ， 那 么 我 们 有 
下 一 重要 而 有 趣 的 定理 (H. Poincaré): 


定理 3。 当 。 为 光 理 数 时 OW. 与 无关 URS EROS b 
定 的 集合 , 记 之 为 W.W 在 映射 上 之 下 其 不 变 的 ,并 且 或 者 WW 一 
S, REWE S .上 的 一 个 Cantor 集合 (无 处 稠密 的 完备 集 )。 

82 例 6 所 说 的 环 而 上 的 无 理 流 , 它 可 由 方程 


2) 一 «一 无理 数 (7) 


x 


确定 ;就 是 定理 3 的 第 一 种 情况 (这 时 p = c)， 即 方程 (7) 的 尾 一 
积分 线 的 闭 包 都 是 整个 环 面 。 至 于 在 定理 3 中 的 第 二 种 情况 ， 则 
过 瑟 中 任 一 点 的 积分 线 的 闭 包 都 是 同一 个 集合 ， 它 由 过 琴 中 一 切 
点 的 积分 线 全 体 所 构成 , 称 为 环 面 流 的 例外 极 小 集 了 .显然 ,例外 
极 小 集 在 环 面 上 也 是 一 个 无 处 稠密 的 完备 集 。 琵 在 8 中 的 余 集 是 
可 数 无 跟 个 开 区 间 ， 过 任 一 开 区 间 中 任 一 点 的 积分 线 向 两 个 方向 
延长 时 都 必 和 这 些 开 区 闻 中 的 无 数 个 相交 ， 且 以 了 作为 它 的 < 和 
o 极限 集 ， 

例外 级 小 集 的 具体 例子 最 先 由 A. Denjoy 所 得 到 《 见 [3] 第 
EA), Denjoy WUER: 如 果 f(z,»)€ C, RERI Hp a 
xtA BS ots 2E pete MGRT AA, Mami e 25 
无 理 数 时 它 的 任 一 积分 线 都 是 遍历 的 。 

定理 4， 当 oP 为 无 理 数 时 如 果 环 面 流 《1) 是 遍历 的 ， 则 乡 拓 
FFE 5 的 角度 为 2 wp 的 旋转 Ye， 从 而 相应 的 两 个 连续 流 
(1) 与 (7) 为 流 等 价 ， 

注意 : AAA MEE T, 岂可 证 存在 8 到 它 自 身 的 拓扑 
度 为 1 的 连续 映射 ,使 

hed =Y,» h, 

且 3E W 8948 — AKERA 8 4B. 2 在 闭 余 区 闻 以 外 是 1 一 
1 的 ( 见 后 面 的 (10) 式 ). | 

在 $2 定理 3 中 我 们 已 经 看 到 ,7T* 上 的 任意 两 个 无 理 流 不 一 
定 是 拓扑 等 价 ， 从 而 更 不 一 定 是 访 等 价 。 对 于 本 节 所 讨论 的 无 奇 
点 流 , 简 要 地 说 : 当 为 有 理 数 ,而 方程 (3) 并 非 如 (77? 所 示 的 有 理 
流 时 ， 它 所 能 确定 的 不 同 拓 扩 类 型 也 可 以 有 无 数 种 之 多 。 对 于 无 
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崎 点 的 环 面 C! 流 ， 至 少 存在 一 条 未 同 伦 于 霉 的 闭 轨 是 e 为 有 理 
数 的 充 要 条 件 , 这 是 熟知 的 古典 结果 ( 见 [13] BEE) bi 
果 最 近 在 [17] 中 被 推广 到 有 奇 点 的 情况 去 。 当 e 为 无 理 数 ， 且 方 
程 (3) 不 一 定 是 如 (7) 所 示 的 无 理 流 时 ,如 果 流 属于 C? 类 , 则 分 类 
问题 可 象 无 理 流 一 样 解 决 ( 匈 [3] 第 四 章 )。 对 于 有 寄 点 的 情况 ， 
[17 TUE BS e 为 无 理 数 的 充 要 条 件 是 流 有 非 闭 的 P 式 稳定 轨道 ?. 此 
外 , 当 P 为 有 理 数 时 环 面 上 无 奇 点 流 的 折 扑 分 类 问题 可 参 说 [3 1 第 
四 章 $1， 此 处 从 略 。 

对 于 有 例外 被 小 集 的 还 面 流 ;,F18],[19I 研 究 了 它们 的 分 类 问 
题 ,得 到 较为 完整 的 结 采 。 下面 就 来 介绍 [18 ] 的 工作 。 

以 [e,5] E Ceb) 记 单 位 图 $ 上 闭 的 与 开 的 逆 时 针 方向 晨 
度 的 区 间 ,e v6 b. X Ss EE Cantor 集 C， 我 们 有 


IE s\ U TR S (8) 


其 中 Des5lnia.b]-—4. 3 i2: Bb. C 中 的 点 可 以 分 为 两 
类 ; 一 类 是 余 区 间 的 端点 ,其 爹 体 记 为 A. 称 为 可 接近 集 ; 另 一 类 
是 余 区 闻 端 点 的 极限 点 ， 其 全 体 记 为 『， 称 为 不 可 接近 集 。 换 言 
之 ， 


I= SU [o s A SEXT (9) 


SE S 上 定义 一 等 价 关系 : 称 x~ylmodC),， WR * 二 y， 
或 +,y 同属 于 某 一 [anb]. 

把 8 拓扑 地 看 成 实数 轴 上 的 区 间 [0，1) 而 集 C 则 按 创始 者 
Cantor 原来 的 定义 来 理解 。 就 是 说 ，5c 中 的 点 用 三 进位 小 数 表示 
时 永 不 出 现 1, SEE C 中 每 一 点 己 的 三 进位 小 数 表 示 式 中 的 每 
一 个 2 字 都 改 为 1， 并 且 招 S 中 由 这 样 得 出 的 二 进位 小 数 所 确定 


onto 


的 点 P 作为 P 的 象 ,我 们 就 得 到 C 一 > S Ahi ENEI 


D 注意 ?对 于 环 面 上 的 有 硒 点 流 ? 即 使 它 是 解析 的 * 也 可 能 有 非 半 的 P+ 式 稳定 轨 
id. ARIAN I YE 1928 年 就 已 由 T. Cherry 作出 了 s 见 [20], 
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上 是 1 一 ! 的 ， 而 在 4 上 则 o; 与 b; 被 映 到 同一 点 di. 今 再 补 
充 规 定 : 任 一 区 间 Do; 5] 中 一 切 点 的 象 都 是 di;。 于 是 我 们 得 到 
一 个 S 到 Ss 上 的 连续 映射 p, 具有 性 质 
pO 一 pO) 当 且 仅 当 xy (modC)， (10) 
称 了 为 ?上 的 一 个 Cantor PREX, — 把 这 一 上 映射 抽象 化 ， 以 后 凡 对 
$ 上 的 一 个 全 不 连 遂 的 完备 集 我 们 都 可 以 定义 相应 的 Canter K 
Z. E pA) 是 5 的 秽 密 子 集 ， 又 限制 ?在 TIT 上 时 , CE IR 
pU) 上 的 一 个 同 有 耳 ， 
如 乾 以 复数 z{1z| — 1) KER S 上 的 点 , 则 对 任 一 a€5 有 
一 旋转 
M,: M,(x) — az (zes). (11) 


我 们 称 8 是 S 的 一 个 产生 元 ,如 果 集 {g'ha 在 3 中 稠密 。 BU 
此 时 CS, Mj 是 3 上 的 一 个 无 周期 点 的 离散 动力 条 统 、 不 难 证 
8j; 

518 1l, ix € 与 4 是 3 的 两 个 产生 元 , 则 有 : 

1) C8, Me) 有 唯一 的 极 小 集 W 一 5. 

2) ($5, M,) 的 每 一 自 局 构 3 必 具有 形式 

M., 对 其 一 ee 5, 
3) (,M,D 5 (S, Ms) 为 同 构 当 且 仅 当 8 — A Sg 一 和 
4) 《5, Mr) 的 每 一 自 同 态 必 为 一 自 同 袍 ， 


onto 


5) E d G.M) 7 (Mi). 是 一 同 态 , 则 必 存 在 a € 5 以 
及 整数 as 0 使 得 pa) 一 MC. 

下 面 的 定理 实际 上 是 定理 3 和 定 至 4 的 合并 和 改 述 。 

定理 5， 设 9 是 S 的 一 个 无 周期 点 自 同 胚 , 则 : 

1) XP Y(zg)-— S Xjb— zes, 则 3 是 9 RhE, L 
(S.p) 同 构 于 某 一 (8,M 2. uh g 是 3 的 一 个 产生 元 。 


1) 称 (Xp) 与 (YY$》 为 同 态 ( 同 构 )， 如 果 存 在 一 连续 ( 同 胚 ) 映 射 9: X-yY 使 
9 .9 一步 8, WAHR $2 定义 5 HARIR. 当 X — Y. —a 时 称 
9 S Sind AD. 
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2) Æ Yl, =~ S 对 某 一 ze 5， 则 必 存在 一 Cantor $ 
CCS, CE S.p) 的 唯一 的 极 小 集 JE EDU T H£— € SNC, A 


有 7Cz9p)NyrCzyp) -C., 

今 问 : 已 给 5 中 两 个 Cantor 亿 C, 与 C, 和 相应 的 Cantor 
函数 ,以 及 映 S 到 8 上 的 一 个 映射 p, 能 否 找 到 男 一 有 映射 9， 使 
PC) = C? 下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 。 

定 更 6.。 设 C. 与 C* 是 3 中 两 个 Cantor 集 , 相 应 的 Cantor 
RR fob. i eis 到 SS 上 的 映射 ,使 得 对 一 切 xE S pC) 
为 有 限 多 值 ,又 


9 * pl) CCP!), (12) 
则 必 存 在 男 一 S 到 s 上 的 连续 映射 5. 使 
pi* 人 P= pp E $(C) “= (C; (13) 


四 是 同 胚 当 且 仪 当 P RAR, E ZECIZ2) RAS 5 RYA. 

ME. PX pre p.p EX LE h 上 的 一 个 连续 疾 射 ,我 们 
将 证 明 它 关于 A 与 h 上 的 相对 均匀 性 是 均匀 连续 的 。 对 于 任 
给 的 >> 0， 存 在 一 有 限 集 PREA) 一 Sh), 具有 如 下 的 
BED; XP xz,w€ ls, HH a€ 40e) BUE p) &Fi, UPA 
有 ts 一 w| <e, 由 于 p BOIS nO", M 

F,—qU(F)Cpn AD — SA), (14) 

F, 是 有 限 集 , 故 可 取 6 > 0 使 得 当 xz en 且 1z 一 zi 二 5 时 
有 

Fi GO. p) — 9 R Fill(p(zD.nG) = 2. 
id wepe pl) w -— pe pl ww ES HAEREA, Biz 
FN alep) — 8. MWER o GO F — 6 对 (w， 
w) 或 (ww) 中 的 所 有 * 成 立 。 由 前 面 对 F. 的 选取 即 知 

Igz'e* nGD — pr". o * GO = pr lw) — pr) < ss 

由 此 可 见 pz. p, EAR J， 上 的 均匀 连续 映射 。 因此 它 可 
被 唯一 地 拓 广 为 CG， 上 的 映射 6 CHLD21 8 EX. RV o5: 
$-—9-p. XA pa) SHAR EC ACC) — Cz. 
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S TxnyR imer spec 5, 设 {G 500 为 C1 的 
余 区 闻 集 ,或 是 Ha) 一 ph), HUE pla) 5 dO 为 C; 的 
某 一 会 区 疗 Ca，5) 的 端点 。 在 后 一 情况 ， 设 d; 是 任 一 {ai,61] 
到 [a,b] .ERIE REG S E 0 $577 EKE Tabl 上 。 最 后 在 $ 
上 定义 中 如 下 ; 

d). zes 
blz) = ipla), H zE Caisbi), Mm Dla) — ob); (15) 
pile), Xi 2 € laib), ifü la) = (55). 

定理 的 第 二 部 分 出 下 面 的 事实 可 知 : 《12) 中 等 式 成 立 当 且 仅 
当 对 一 切 d. Pai) = 02. 

下 面 研 究 3 的 无 周 散 点 同 胚 的 分 类 问题 。 设 外 是 8 到 $ 上 
的 一 个 同 胚 ,无 周期 点 ,日 (Ssp) 有 一 Cantor Wh C. Ca, b) 
是 C 的 一 个 余 区 间 , 则 p[Ca, 003. 仍 是 C 的 一 个 余 区 间 , 且 

q^[(a, 5)] = (a,5), XI—UJ n < 0. 

六 此 x—y (GnodC) 当 且 仅 当 gG) 9 G0(modC), (BIET C 的 
Cantor KA p, 由 9 可 导出 $ 到 5 Eny— HERO. p 一 
$*p. p & (Sp) $1 5,2) ERARA, 把 PF 的 极 小 集 C 映 到 
由 的 极 小 集 pC) 一 $， 由 定理 5 知 可 设 由 一 Meg E SIT 
产生 元 。 如 果 我 们 选取 8 使 Img > 0， 则 其 值 由 ?唯一 确定 ， 记 
为 vle). (o) 其 实 就 是 风 的 旋转 数 , 它 是 9 的 一 个 不 变量 。 

其 次 ,定义 Up) = pU), MGE Canto 极 小 集 CCS: 否 
则 ， 定 义 Ilp) = 3S。 我 们 称 3 的 两 个 子 集 S 5 9 是 可 重合 
(congruent) 的 ,如 果 存 在 一 z€5 使 M8) =S. 记 为 SS= 
S. WË Pop 是 5 上 的 两 个 Cantor AR, ETRE (5, p) 
$4 (5,4) — CS, Mc EBAR, 则 必 nOD = pl) MEZ, 
3S(g》 由 ?唯一 决定 ,除了 一 个 旋转 以 外 ， 反 之 ,可 证 : 

定理 7。 设 5 是 5 的 一 个 子 集 , 2 是 5 的 一 个 产生 元 ,Img 2 
0， 若 SNS, 为 可 数 集 , 且 和 M3) 一 $.， 则 存在 $ 到 5 的 一 个 无 
AWARE hs WEY) 一 63000 = S, 

WES 1) # 3 一 5， 则 取 d = M: 即 可 。 
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2) 今 设 9,26 $, dE C E sp- Cantor 2. 
于 是 存在 S 上 一 Cantor 函数 r 使 p) 一 8,， 在 定理 6 中 取 
Ci = C, = C, pi = p — pq = Me, E M3) — 93, 知人 (12) 式 
成 立 ， 于 是 存在 一 个 $ 到 5 EERE 4B (C) — C, H p* 
由 一 Me p BETA 加 没有 周期 点 , 且 5 不 是 dh BE. 
设 (8,41) 的 唯一 Cantor 极 小 集 为 C', Wi C'CC, Heless. 
从 而 FSC B c-—c' BB EX ur) Iha) = S. 
EAS, 设 9,0, RE S 的 两 个 无 网 期 点 同 旺 ,相应 的 Cantor 
RhE Ci Cz Cantor KRI py,pP2; 设 四 是 5 到 S 上 的 连续 
BRE, p~) 为 有 限 集 , 且 有 
9 * 5i (0€, 
X (16) 
B'p*pr aG) = p' o: ni», 
对 一 切 A 中 的 * 成 立 。 则 必 存 在 3 到 5 上 的 连续 上 映射 de f 
HKC) = C, *ó—9* np, H $*9,—6- 4, à nS ER 
当 且 仅 当 在 (16) 的 第 一 式 中 等 式 成 立 , 昌 ?为 一 同 胚 ， 
WE. R4 JÉ pis p p Æ G1 上 的 拓 广 (由 定理 6 知之), 则 
d. 0) 二 四 (x) 对 一 切 x€ Cu; RERA o ERAN, E 
A 在 Ci 中 秽 密 上 略微 改变 定理 6 中 的 扩 广 法 , 可 将 由 拓 广 到 整 
个 sS, HE 
p» Olr) = 86, (x), 对 一 切 reS 
成 立 ， 特 别 地 ,我 们 可 以 找到 一 系列 的 余 区 间 {Cab} (E C: 的 
每 一 余 区 间 有 唯一 的 表达 式 O1[Ca; 4 5:1. Æ pCa) = (62, W 
定义 p: 如 前 。 最 后 , 若 
z€01[(a;.52], H pla) ?« dX 5:5, 
则 定义 dx) = 801-45 87" (x). XEXRUEHS, 
作为 此 定理 的 蕉 论 我 们 有 下 面 的 分 类 定理 ;: 
定理 39. 设 vop 是 5 的 无 周期 点 同 旺 ， 则 (5, m) AAF 
(5,9) HHR YC) = TCP) Ip) = K). 
类 似 于 此 ， 也 可 以 讨论 两 个 无 周期 点 的 离散 动力 系统 的 同 态 


e $3 œ 


问题 ， 注 意 , 若 册 是 5 到 8 的 任何 一 个 连续 映射 , 则 必 存 在 唯一 的 
一 个 整数 n, Eo AEF XQ) = z", YR n 26 6 EJER SEHE, i029 
deg &CW.[1)85[181). 

EH 10, ie 与 6 E SRNA ARAE, 2958: (5,9) 
onto (5,8) 的 同 态 由 存在 ,其 充 要 条 件 是 : 对 某 一 非 零 整 数 * 有 

[YCp)]” — (8). [4(321" C90), (17) 

此 时 idge 史 | = inj. 

注意 1。 一 般 而 论 ,定理 9 与 定理 10 只 有 理论 上 的 意义 。 对 
于 书 给 的 无 奇 点 环 面 动力 系统 (1), 不 但 判别 其 是 否 遍历 或 有 无 例 
外 慨 小 集 是 十 分 困难 的 事 ， 就 是 要 确定 其 旋转 数 也 远 非 易 事 。 只 
有 对 于 具有 积分 不 变量 的 环 面 系统 ， 有 时 才能 容易 地 确定 其 旋转 
数 。 

注意 2。 由 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 研 究 环 面 无 裔 点 动力 系 统 
与 研究 圆 到 它 自 身 的 映射 有 极 密切 的 关系 。 关 于 画 的 向 分 同 肛 有 
很 困难 的 问题 以 及 有 关 的 近代 专著 ,所 [22]J, 


L 有 积分 不 变量 的 环 面 系统 


基于 这 种 系统 的 研究 最 先 见 于 [23J，[24]。 在 [23] 中 得 到 : 
定理 11， 设 有 环 面 系统 
è= X(x,7), 3 = YY(x,y), (18) 


其 中 X, Ye C!, x, y 有 周期 1， 没 有 公共 零点 ， HOM 十 


ðY x 
T 0, ik 
X = ay + YinC mpe Ot 
Y = bn 一 DmC mal tD | 
若 ao 0,5. 二 0， 上 且 aw/bw 为 一 无 理 数 , 则 418) 不 存在 哨 
期 轨道 ,并 且 它 所 确定 的 环 面 流 是 遍历 的 ， 
后 来 L25]，[26] 又 研究 了 有 有 限 全 奇 点 的 是 积分 不 变量 的 太 
程 : 
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0 = AOp) p = B(0,9), (19) 
84 , ðB 


其 中 A,B 对 0,9 有 周期 2 x， 属 于 C. 且 ' 5e OE 
P 


[26] 中 得 到 : 
定理 12。 方程 (19) 不 可 能 有 极限 水 。 记 


Za 2n 
Jie { A(8,0)40,J, = — | BCO, Mo: 
9 0 


若 J 5 h 可 通 约 , 则 (19) 的 一 切 轨 线 为 闲 ， 除 了 连接 鞍点 的 分 
界线 以 外 ， 若 h 与 4 PRA WAEREA, EAR 
都 在 球面 上 处 处 称 密 。 

作者 举例 说 明 J,/J 不 一 定 是 旋转 数 ， 但 它 却 起 了 旋转 数 对 
方程 (66) 所 起 的 同样 作用 。 

[27] 深 入 研究 了 方程 (18) 的 全 局 相 图 的 拓扑 分 类 问题 ， 指 出 
EADAE FALRA e 为 无 理 数 的 情况 ， 有 可 能 既 存 在 中 心 型 
奇 点 ,又 存在 非 明 显 P 式 稳定 轨 线 ， 纠 正 了 [26] 的 一 个 错误 结论 . 
下 面 介 绍 [27J 中 的 主要 结果 。 

设 方 程 (18) 满 足下 列 三 个 条 件 ; 

1°) X,Ye C, 对 x,y 有 周期 1, 

2?) (18) 存 在 积分 不 变量 U(x,y)e C!, 即 应 有 

BWX , WY) = 0 
Ox Oy 

3°?)《18) 只 有 孤立 奇 点 ， 

又 设 
(Tu Y Gs axdy 
e. 有 (20) 
N U(x, y) Xx, y)dzdy 


存在 (可 能 为 cc》, 则 下 看 两 个 定理 成 立 , 

定理 13, (18) 的 所 有 的 轨 线 ， 除 了 连接 奇 点 的 分 界线 以 外 ， 
都 是 财 轨 的 充 要 条 件 是 p 为 有 理 数 . 

X38 14, Er 为 无 理 数 , 且 C18) 无 中 心 型 奇 点 ， 则 整个 环 面 
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是 一 非 明 显 了 式 稳定 轨 线 的 闭 包 ， 

为 了 证 明 这 两 个 定理 , 先 证 : 

引 理 2。 设 方程 (18) 满 足 上 述 的 条 件 1),?),3)， 则 它 的 非 明 
Z POR 六 ) 稳 定 轨 线 的 闭 包 充满 一 区 域 OCT ip 9T, 
则 9 的 每 一 边界 分 支 是 一 同 伦 于 零 的 闭 曲 线 , 它 由 奇 点 以 及 连接 
它们 的 轨 线 所 构成 , 

WE 3b fp，1+) 为 自 p 点 出 发 的 非 明显 P+ 稳定 半 轨 。 取 
qE (p, 1), 作 以 ?为 内 点 的 无 切线 段 AB, 可 证 f(p. 1*5) 与 
AB 的 交点 全 体 在 一 包含 9 点 的 子 线 响 上 必 为 处 处 稠密 。 因 若 不 
然 , 则 由 $2 定理 5 知道 这 些 交 点 的 闭 包 是 AB 上 一 个 无 处 稠密 
的 完全 集 《Cantor 集 )， 它 有 无 数 多 个 余 区 间 。 由 于 已 设 (18) 只 
有 有 限 个 奇 点 ,可知 从 某 一 正 整 数 丰 开始 ,从 余 区 间 〔《Cob De 中 的 
点 出 发 的 一 切 正 半 轨 线 在 下 一 次 与 AB 相交 和 村 ,交点 将 全 部 位 于 
BRAE (Cia Diatt) 中 .这 些 正六 轨 线 以 及 两 线段 (Ci, Di) 
(Cia Dir) SCC kris Diu) — Xa P8 — 7T DOR Gi 从 GE 中 出 
发 的 正 半 轩 将 永远 不 再 与 Gk 相遇 ， 这 是 和 有 积分 不 变量 的 动力 
丢 统 的 “集合 的 回归 线 ”( 见 [101 第 六 章 8$3) 相 矛盾 的 ， 

既然 f(p, 1+) 与 AB 的 交集 的 闭 包 不 是 无 处 稠密 ， 那 么 仍 
由 $2 定理 5 即 知 交集 的 闭 包 应 包含 一 个 以 4 点 为 内 点 的 整 条 线 
£M Ko.) 应 充满 环 面 上 的 一 个 区 域 9. 9 可 能 就 是 TU. 
如 果 9 关 加 ， 则 它 的 边界 是 一 些 闵 曲线 。 每 一 条 边界 闭 曲 线 都 
必 同 伦 干 零 。 否 则 , 环 面 治 此 曲线 割 开 后 将 得 一 柱 面 , 它 拓扑 等 价 
于 平面 上 的 圆 环 域 ,其 上 不 可 能 有 非 明 显 的 p+ 稳定 轨 线 。 边 界 曲 
线 是 (18) 的 不 变 集 ,由 一 些 奇 点 以 及 连接 奇 点 的 分 界线 所 构成 . D 
的 边界 与 9 中 轨 线 的 相互 关系 读者 可 从 后 面 的 图 3.1 AH. 

闻 样 ,由 于 “集合 的 回归 性 “可知 (18》 没有 全 不 稳定 或 全 稳定 
型 否 点 ,在 奇 点 的 邻 域 中 没有 抛物 域 与 椭圆 域 ,并 且 双 申 域 也 只 有 
有 限 个 ( 见 [13] 第 七 章 $8), 故 只 有 有 限 条 分 界线 终止 于 每 一 孤立 
奇 点 。 

回忆 定理 12 中 已 知 (18) 不 能 有 极限 环 的 事实 ， 可 知 现在 环 
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面 上 的 轨 线 的 丘 赴 结构 只 可 能 有 下 列 三 种 类 型 : 

A. 没有 非 明 显 的 了 式 稳定 轨 线 , 环 面 被 闭 轨 线 所 充满 ; 或 是 
环 面 被 分 解 为 若干 个 充满 闭 轨 线 的 单 连 道 域 与 圆 环 域 ， 它 们 的 边 
界 由 毒 点 和 连接 琳 点 的 分 界线 松 成 。 

B. 存在 充满 整个 环 三 的 非 明 显 己 式 稳定 轨 线 ,其 中 每 一 条 轨 
线 的 闭 包 都 是 整个 环 面 . 

C. 有 非 明 显 的 己 式 稳定 轨 线 ,但 其 闭 包 不 是 整个 环 面 。 余 集 
是 若干 个 二 维 胞 腔 , 其 中 有 中 心 型 奇 点 ， 闭 轨 线 ,以 及 连接 鞍点 型 
奇 点 的 分 界线 所 梅 成 的 闭 昌 线 ( 不 能 按 # 来 定向 ). 

引 理 3. 设 系统 (18) 满 足 (20) 式 前 的 条 件 1°),2°),3°). 

1) 车 它 存在 非 明 显 P+(P-) ERR f(p.I')(fCp. 1 DD. E 
是 flp, IOG 17) 在 R' 中 的 提升 。 它 的 参数 方程 是 x 一 
Ppl) y = 40). MI 


lim m 一 p, p 为 一 无 理 数 ， 
Gaw) 


2) 若 它 存 在 一 不 同 伦 于 零 的 闭 轨 Y7 是 7 在 R 中 的 提升 ， 
有 参数 方程 ; xc [20€ zd OF 则 


lig S. = Pyy 是 一 有 理 数 。 
E220) 


证 明 与 定理 1 的 证 明 类 似 。 但 这 里 容许 奇 点 存在 ， 故 叙述 方 
式 不 同 。 证 明 从 略 . 
现在 注意 ,由 条 件 2°) 知 有 22? 二 XT) = 0。 故 存在 


一 函数 H(x,y), TE R 上 定义 ,使 
~ UX, 9* = UY, (21) 
x s 


而 H(x,y) 一 const EUDE R' 中 的 首次 积分 。 理 (x,y) 不 一 定 
是 技 期 函数 ,但 由 (21) 知 道 它 的 两 个 偏 导 数 对 y 有 周期 1， 改 
T3 
HCx, y) = ax + by + hCx,y), (22) 
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易 列 上 式 中 的 ob 可 由 
4 一 一 Wk Ux, y)Y Cx, y)dxdy, 
ifi | (23) 
5 一 人 UCE XG, ny 


决定 。 由 (20) 式 知 ab 不 能 同时 为 零 ,否则 P 不 能 确定 。 

下 面 证 明定 理 13, 

充分 性 。 设 P 为 有 理 数 ,又 (18) 存 在 非 明 显 PR PO) 稳定 
雪线 上 RLE: E Re 中 的 提升 ,其 方程 为 x 一 pa) y = Ae), 
把 它们 代 人 (22) 式 后 其 值 应 与 : 无 关 , 即 有 

aq) + bh) + h(pG, d) = C. 
当 :之 0 时 不 妨 设 (0 5 0. D gL) 除 上 式 两 边 , 再 令 1 一 十 %， 
注意 A00) 有 界 , 即 得 
a d b n0, 

其 中 4 由 引 理 3 确定 ,是 无 理 数 .但 又 有 产 = 为 有 理 数 ,矛盾 . 故 
此 时 《18) 不 存在 非 明 显 了 式 稳 定 轨 线 。 然 后 出 引 理 3 之 前 的 分 
类 , 知 环 面 流 此 时 只 能 出 现 A 类 结构 ， 

必要 性 。 今 设 (18) 的 轨 线 的 拓扑 结构 属于 A 类 ， 则 有 两 种 可 
BE: 

a) 存在 一 不 间 伦 于 零 的 闭 轨 ; 

b) &-—HBigult la 6T 3. 

对 情况 as》 由 引 理 3 知 必 为 有 理 数 ， 证 明 与 充分 性 类 似 。 

对 情况 b), 由 组 合 拓扑 学 知 环 面 上 所 有 被 闭 轨 线 充满 的 二 维 
跑 踪 一 起 构成 环 面 的 一 个 胸 腑 分 市 。 由 于 环 面 的 一 维 Betti 数 不 
为 零 ， 故 存在 一 个 由 告 点 和 连接 它们 的 轨 线 所 构成 的 一 维 闭 链 , 它 
不 同 伦 于 等 。 然 后 仿 前 可 证 P 应 是 有 理 数 。 

最 后 ,说 明 C 类 全 局 拓扑 结构 是 可 能 存在 的 。 为 此 , 设 有 环 面 
上 的 无 理 访 47)、 设 上 是 其 一 轨 线 84p0 上 的 一 点 ， 将 环 面 在 f 
点 扩张 以 得 一 个 以 为 内 点 的 二 维 胞 腔 ， 然 后 挤 进 一 个 有 两 个 中 
心 和 两 条 有 一 公共 轨 线 段 的 分 界线 环 所 包 国 的 单 连通 区 域 ， 即 得 
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3.1 


如 图 3.1 所 示 的 , 环 面 上 的 全 局 轨 线 图 ， 

注意 HF 00: 为 正 向 P 式 稳定 ,而 049: 为 负 向 了 式 稳 
定 ， 所 以 它们 不 可 能 接合 。P 式 稳定 轨 线 的 闭 包 有 边界 线 QrQ, 
mQ. 

注意 2: 为 使 挤 进 单 连通 域 QQQ, 以 后 的 无 理 流 仍 保持 
为 有 积分 不 变量 的 系统 , 且 QmQ, 与 02x9， 上 流 的 方向 与 外 面 
一 致 ,可 知 必 须 有 两 个 中 心 区域 而 不 是 一 个 。 

定理 14 的 证 明 是 明显 的 。 既然 是 无 理 数 ， 那 么 由 定理 
13 即 知 A 类 拓扑 结构 不 可 能 存在 。 然后 再 由 无 中 心 型 奇 点 的 假 
设 , 知 道 C 类 拓扑 结构 也 不 存在 ， 故 只 能 是 B 类 拓扑 结构 。 

最 近 ,[ 28] 就 以 下 几 点 改进 或 推广 了 [27] 的 结果 : 

1. 证明 当 a + P 26 0 时 由 (20) 式 所 定义 的 P 就 是 旋转 数 。 

2. 证 明 当 e +e 2 0 而 ?为 有 理 数 时 (18) 必 存在 不 同 伦 于 
FAAN. 

3.25 a= b — 0, WOA AIBE P ARRENE. 

4. 若 4 一 5 一 0 或 为 有 理 数 ， 则 环 面 被 奇 点 和 奇 闭 轨 分 成 
三 种 类 型 的 环 域 ; 

i) 内 部 充满 闭 轨 ,内 境界 为 中 心 点 的 环 域 ; 

ii) 内 部 充满 不 同 伦 于 零 的 闭 轨 ,内 境界 由 若干 个 i Sae 
的 外 境界 线 构成 ; 

ii) 内 部 一 切 闭 轨 以 及 内 外 境界 线 都 不 同 伦 于 零 的 环 域 . 

5. 指出 当 4 = a [= 0 时, 一般 来 说 ,不 好 定义 (18) 的 旋转 数 ， 

: 2.39 - 


[17] 中 利用 A. Weil 的 定理 ( 见 [29]): 
定理 15， 设 <:T0, co) — T? 为 环 而 上 一 简单 曲线 ,E: [0, 00) 
>R leg 六 中 的 提升 。 如 果 当 上 一 co 时 lal > o, w 
lim&C/ 18001 FE. LE T! 上 有 两 条 这 种 简单 的 , 互 不 相交 曲 


线 Gd, Dil 
lim AIE 一 x lim BOF 13CO1 


定义 环 面 流 的 旋转 数 与 旋转 方向 。 除了 前 面 提 到 的 结果 以 外 ， 
[17] 对 于 有 了 积分 不 变 景 的 环 面 流 (18) 也 得 到 与 [281 类 似 的 一 些 结 
果 。 此 外 [17] 中 还 给 出 一 些 计算 (18) 的 旋转 数 的 实例 ， 其 中 多 数 
属于 球面 三 角 多 项 式 系统 ,对 它们 中 的 最 简单 者 以 后 在 $1) 中 还 
要 作 仔 细 的 讨 沦 . 
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$ 4. Klein 3.55 Möbius 带 上 的 
动力 系统 


对 于 Klein H K? 上 的 无 奇 点 动力 系统 ， 早 在 1924 年 H, 
Kneser?? 就 证 明了 它 必 定 在 在 周期 轨 线 。 1969 N. Markley”” 
推广 了 Kneser 的 结果 ,证 明 Klein X BJ xe x X CnI 8E TE S EB 
每 一 了 + 或 P 稳定 轨 线 必 为 周期 轨 线 ， 由 此 可 容易 地 推导 出 
Kneser 定理 。[29] 主 要 是 研究 环 面 上 的 动力 系统 ， 其 中 除了 S3 
定理 15 的 证 明 以 外 ,还 证 明了 下 一 有 趣 的 : 

定理 1。 设 z。€ Ru x os 的 平面 流 在 环 面 上 的 投影 p(z0) 
为 P+(P ) 稳定 ,但 不 是 周期 轨 线 ， 则 过 zo WEP rC 
PH Y 《zo)) 不 可 能 位 于 两 条 平行 的 有 理 直 线 之 间 。 

其 实 , 这 两 定理 的 几何 意义 是 明显 的 。$3 定理 15 表示 存在 
旋转 数 ， 本 节 定 理 1 表 未 己 式 稳定 非 周 期 轨 线 的 旋转 数 必 为 无 理 
数 。 

本 节 将 首先 介绍 C. GutierrezÜ? 给 出 的 、Markley [29] 中 
关于 K 上 连续 流 的 定理 的 一 个 新 证 明 ， 然 后 介绍 朱德 明 F 
K 与 B, 上 连续 流 的 分 类 问题 方面 的 一 些 最 新 的 成 果 喇 ， 

为 了 证 明 [29] 中 的 上 述 定理 , 需 先 证 明 两 个 引 理 。 

引 理 1。 ikv 为 二 维 流 形 M 上 连续 流 P 的 非 闭 PR PO 
稳定 轨 线 , 则 经 过 Y 上 和 任 一 点 绢 必 存 在 9 的 横 截 闲 曲 线 ， 

证 ， 先 给 两 个 定义 、 设 C 是 ?的 一 条 横 截 闭 曲线 。 9 的 一 段 


ELE pi 称 为 C IR, R 


A 
Pb: NC = {pap}. 


A [一 
称 一 C 3 fbi ohi = pn ERAO), 如 果 pp 与 C 上 连接 


-4l = 


Ej p PIA P AASA ROBUR M! LEG XS O85. 
^3 pa “(可 能 PP 一 9) 是 中 的 Pt 稳定 轨 线 7 上 的 一 段 统 , 它 


不 退缩 为 一 个 奇 点 , 则 ”pg 必 作 在 一 流 食 之 中 ,在 图 4.1(a) 中 ， 
有 《家 示 以 过 ?点 的 截 线 为 中 心 线 的 流 盒 : 4 一 (p, In « 
sj. HF p€o(), ik ?+ 应 与 了 无 数 次 相交 .。 Wb r >o 是 使 
QD 一 9g €3 的 最 小 的 +: 值 ， 8 € 3 是 一 包含 上 点 的 子 线段 , 则 


a 
B-—í(p(9d),0sx:s«r) 是 另 一 包含 P4 BS d E. id 如 一 


«425 


qaam qu. AL eO. 上 的 一 个 定向 ,下 面 只 堵 虑 
4 二 ps 的 情况 ,因为 % > p 的 情况 是 类 似 的 . 记 
1 — («€ (291,9 6 es AS). 


MRIN pi 是 双边 的 , 则 取 me I 站 8， 于 是 有 4 <r <P. 
以 6,0, 分 别 记 流 叶 的 ,位 于 B 及 4 中 的 横 截 线 (其 中 4 另 在 图 
4.1(b) 内 画 出 》% 它 们 都 连接 ”与 ro 不 难 如 此 取 0, 与 ,使 它 
们 只 有 两 点 rop 公共 。 于 是 BU9, 就 是 我 们 所 需 变 的 闭 横 R 
线 。 


FON 
WR pg, 是 单 边 的 , 则 0,U 0, 不 是 釉 截 线 ,因为 其 上 流 的 穿 
过 方向 将 不 一 致 (图 4.1(a) 记 画 是 双边 的 情况 》. 这 时 , 设 是 7 


[N 

在 多 ZAXRI IRRA. WR qoso 是 双边 的 , 则 可 如 
[xX A/A 

AMER MRR FERE. WME po a, 都 是 单 边 RU. NU 


Ae ERNAI W RE 了 一 (ls x S AS 因此 仍 可 如 前 作 
出 闭 横 截 线 .证 毕 。 
今 设 了 是 二 维 流 形 M! 上 一 条 单 闭 曲线 ，M, 与 MEM 一 了 
的 连通 分 支 ( 如 果 了 不 将 M^ 割 开 ， 则 M, = M:)。 易 见 : 
1. 藻 了 是 单 边 曲线 , 则 M, = MaM: 只 有 一 条 边界 曲线 。 以 
ACM) RTE Mi 加 上 一 无 限 远 点 * 而 得 的 紧 化 流 形 , 则 有 ?* 
XCA,CM! — T)) — XCM?) 十 1。 (1) 
2. 若是 双边 曲线 ,和 且 M 与 M: 不 同 ， 则 可 如 前 定义 
ACM) 与 ACM D, XXISURC 
XCAM A) + XCA,CM D) = XCM) + 2， (2) 
3. ÆT 是 双边 曲线 , 而 M = Ms, WEX ASCMO 为 Mi 
加 上 两 个 不 同 的 无 穷 远 点 z 与 ? 而 得 的 紧 化 流 形 ,这 时 有 
LCAM — T)) - XC MP) 十 2。 (3) 


1) C1);(2)>C3) 的 证 明 见 引 理 2, 


a 43$ * 


- -一 一 :一 -一 一 -一 一 -一 ~ 一 -一 =- 一 一 一 


8|] 2. iu C 是 二 维 流 形 M 上 一 条 单 闭 上 暑 线 ， 则 有 下 列 结 

ib. 
G) S MM 一 Ki’, 而 C 是 双边 曲线 , 且 MC 为 连通 集 , 则 

M— C= Hy, 

(ii) Zi M =P,C 为 双边 且 M— C 为 连通 , 则 

A „(M — C) = PR, 

Gii) X M — PR,C 为 双边 , 则 C 必 包 围 唯一 的 圆 盘 ， 

Gv) ¥ M — P,C 为 单 边 , 则 4,(M 一 C) 为 TI 或 K', 

WE. CO 在 M 上 作 一 连续 流 ws， 使 它 只 有 有 限 个 奇 点 ， 且 以 
C 为 横 截 线 ， 证 ASQ EPE AQCM 一 C) 上 导出 的 流 ， 则 


Asp) DEO & BET EA x,y， 各 有 指标 十 1。 于 是 有 
: X(A4,(M — C)) — XM) -2-— 2, 
BK AM 一 C) 为 一 球面 ,从 而 M 一 € 为 开 柱 面 Hh. 

Qi) 与 前 面 类 似 

X(A,,(M — C)) = X(Pj)) 二 2 一 2 一 3 十 2 一 1， 

故 ACM 一 C) 为 射影 平面 PR, 

Gi) 如 图 4.2， 易 见 此 时 C 不 能 与 半圆 周 (其 上 直径 相对 的 
点 被 等 邮 为 一 点 ) 重 合 , 因为 已 设 C 为 双边 曲线 。 若 c 与 贺 周 有 多 
于 一 个 的 交点 , 则 其 个 数 只 能 是 偶数 (图 4.2(a),(b)), 否 则 C 将 是 
Ae 4.(c))^,. iXE] PR: — C 有 两 个 连通 X M, 与 

. PE Mi EAR, M: 是 KL EC 与 圆周 只 有 一 点 公共 ,或 
sebum JU c 的 内 部 是 圆 盘 ,外 部 是 Mobius "(I $1), 

Gv) 由 假设 及 (1) 式 有 

XCA,CM — €)) = X(P)) o -1—2—341-— 0, 

ik 4M —C) È T 或 KE, 

下 面 证 明 : 

定理 2 (Markley-Gutierrez), i929 K EBgxES BE, W 
PF 的 每 一 P+ 或 P- RERE Y 必 为 周期 罗 线 或 奇 点 、， 即 KE 上 
的 连续 流 不 能 有 非 明 显 的 P+ 或 P^ 稳定 轨 线 。 

证 ， 设 7 为 K .上 的 P+ 稳定 轨 线 ;但 不 是 奇 点 或 周期 轨 线 ， 
设 C 是 和 Y 相交 的 横 截 贺 。 基 存在 性 由 引 理 1 知之 。 因 为 y 有 一 
BIER c 两 边 的 点 而 不 与 C 相遇 , 故 K'— C 为 连通 集 ， 由 引 
E 2G) 知 K'— C 为 一 柱 面 ， 也 就 是 环 域 ， 它 的 边界 加 C, 5 
C; 有 相反 的 定向 ,如 多 4.3 所 示 。 这 两 个 贺 在 K* 上 借助 于 一 保 - 
持 定向 的 同 胚 等 同 起 来 ， A 

4 Pogras 29 Y 53 c 的 四 个 相继 的 交点 , 即 p49rs 是 Y 上 的 


/AAA /NAN 
一 段 弧 ， 由 于 Y 上 的 gr ， rs 与 Ci,C,; 上 的 rs, qr 一 起 


4) 严格 证 抽风 $5, 
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围 成 一 个 单 连通 域 C. v MÀ s 以 后 应 永远 保留 在 G 中 不 再 E 出 
来 ， 从 而 也 不 可 能 再 任意 接近 ?点 。 这 是 和 7 为 P+ 稳定 相 矛 盾 
的 ,证 毕 , 

推论 (Kneser EM), K 上 无 奇 点 的 连续 流 必 有 周期 轨 线 。 

证 ,设计 是 流 的 一 个 极 小 集 , 它 必定 存在 ,县 不 能 是 整个 KC. 
对 re M, EA v 为 P 式 稳定 ; 故 由 定理 2 和 无 奇 点 的 假定 , 即 知 
Y 为 周期 轨 线 . 

Peixoto 的 [33] 中 关于 闭 曲 面 M? 土 的 C'(r Z1) Morse- 
Smale 向 量 场 集合 I 在 Banach 空间 X'CM^) 《表示 M' 上 所 
有 的 C' 向 量 场所 成 的 空间 ) 中 为 稠密 的 结论 当 > 29 1 而 M* 为 
不 可 定向 时 ,除了 PR* 与 K 以 外 ,实际 上 并 未 获得 证 明 .[31] 中 
除了 前 述 的 定理 2 以 外 ,还 证 明了 : 3 对 :一 户 一 开间 PR 时 Pei 
xoto 的 结论 也 是 对 的 。 因 证 明 困难 ， XXE AGE. 

下 面 讨 论 柱 面 H.Móbius 带 B, M Klein XE K' 上 无 奇 点 
的 连续 流 的 分 类 问题 。 这 个 问题 读者 可 在 [3] 中 找到 一 些 初步 的 
结果 ,最 近 [32] 改 进 了 [3] 中 关于 B. 和 K 上 的 结果 ,使 分 类 更 
为 精确 化 。 

为 了 便于 后 面 的 叙述 , 首先 引进 下 列 七 种 标准 区 域 ; 
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5883, iR e X€ H, E89 sym AERAN, HA 0H, 为 
SU. W) H, 被 的 周期 轨 线 划分 为 若干 个 标准 区 域 ， 每 一 区 域 
必定 是 LIII 型 之 一 ， 且 II 类 域 只 能 有 有 限 多 个 ， 若 它 有 偶 
《奇数 个 , 则 H 的 两 边界 轨 线 有 相同 (相反 ?的 定向 。 

514, RPE B, 上 的 可 定向 无 奇 点 连续 流 , HA OB. 为 
轨 线 , 则 B. 被 ?的 周期 轨 线 划分 为 若干 个 标准 区 域 ,每 一 区 域 必 
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SA PIRH, PIE, IT 型 之 一 9, 其 中 r,r, UT 中 的 闭 轨 都 是 
单 边 曲 线 , 且 这 三 种 区 域 在 8, 上 总 共 最 多 只 能 出 现 一 个 。 又 芽 类 
型 的 标准 区 域 最 多 只 能 有 有 限 多 个 。 

引 [ 理 5。5， 上 的 无 奇 点 可 定向 连续 流 中 至 多 有 一 周期 轨 线 
能 代表 (B2 的 生成 元 。 

以 上 几 个 引 理 都 可 在 [3 中 找到 ,证 明 从 酷 ， 现 在 介绍 [32] 的 
几 个 定理 . 

x53, B, LU T 3h Rig dp ug nz a e d — x 
X omOBD 的 生成 元 的 闭 轨 , 其它 闭 轨 必定 代表 mB) 的 生成 元 
的 平方 。 

证 ， 由 引 理 5 知道 只 须 证 明 结 至 少 有 一 条 能 代表 CB) 的 
生成 元 的 闭 轨 见 可 ， 为 此 ,不妨 假 没 B. 全 部 由 LOQUI 型 域 所 
构成 ,因为 了 ,I 了 ,HF 中 都 有 能 代表 mB) 的 生成 元 的 闭 轨 。 又 
易 见 此 时 8， 上 至 少 有 一 个 1 或 HI 型 域 。 否则， 就 将 出 现 无 数 
个 H 型 域 ， 这 不 可 能 。 设 此 域 的 边界 轨 线 为 .L 与 Lae L 与 
L, 同 伦 ， 由 3 引 理 5 知道 二 者 都 不 能 代表 mCBO 的 生成 元 。 但 
B, LIRIEK Jordan 曲线 若 不 代表 m(8,) 的 生成 元 , 则 必 代 
表 m《8,) 的 生成 元 的 平方 (这 事实 可 以 象 定理 2 图 4.3 中 那样 用 
反 证 法 来 证 明 ), 故 L. 与 L 属于 后 一 类 ， 且 其 中 至 少 有 一 条 蜡 
于 B: 的 边界 ， 设 为 L. OL, 把 B, 分 割 成 一 个 柱 面 和 一 个 Mi- 
bius 3/5 B;, 对 B; 进行 和 前 面 一 样 的 推理 ,可 知 其 上 又 必 存 在 代 
A omOBD 的 生成 元 的 平方 而 异 于 B, 的 边界 OL, By DE £X 
Li CE B; 分 割 为 一 个 柱 面 和 一 个 Möbius 带 BI. 注意 ， 
m(B,) 的 生成 元 也 是 m(BD WERT HARA. 

如 此 类 推 , 可 得 一 系列 汤 缩 的 Mibius 带 列 : B, DB DBD- 
应 用 实 变 函 数论 中 熟知 的 超 限 序列 和 Cantor-Baire 定 态 定理 ， 
即 知 其 极限 只 能 是 B. 上 一 条 代表 CB.) 的 生成 元 的 局 期 贺 
线 . 


1) 图 4.4 让 的 如 型 区 域 琢 示 不 可 定向 线 素 场 。 
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推论 1，8， 上 每 一 横 截 于 0B. 且 无 不 动 点 的 可 定向 连续 流 
恰 有 一 条 代表 CB 的 生成 元 的 闭 轨 . 
注意 :有 可 能 在 定理 3 的 论证 中 出 现 一 系列 的 柱 面 HEX 一 
1,2,:--), 而 B,— U HP =] 是 xB) 的 生成 元 ， 由 此 可 
k 


Jh. B. ZWE LIH 型 域 构成 是 可 能 的 ,这 一 点 [32] 没有 注意 
到 。 

引 理 6， 设 9 是 K 上 无 奇 点 的 可 定向 连续 流 ， 则 OK? 被 9 
的 某 些 闭 轨 划 分 成 基干 个 标准 区 域 ( 闭 轨 的 存在 性 由 Kneser 定理 
知之 ), 设 工 是 Pp 的 一 条 闭 轨 : 

1) 车工 代表 mCK:) 中 的 元 素 ht+!， 则 标准 区 域 只 能 是 LIT, 
II 型 的 , 且 至 少 存 在 一 I ZU, 

2) 车工 代表 直 。 则 标准 区 域 可 能 有 LLEN 中 的 
任何 一 种 .其 中 Hp 型 域 最 多 为 有 限 个 ，T,II,IIT 型 域 总 共 最 多 只 
BW. 

3) 若 工 代表 kat, WASA L' 与 工 同 伦 , 若 此 时 
别 无 其 它 闭 轨 ;, 则 K 由 一 个 了 或 n 型 域 构成 。 

证 明 见 [3]. 

定理 4. OK! 上 无 ja 类 闭 轨 ， 则 存在 唯一 的 整数 *， 使 
K 上 恰 有 两 个 kr 类 的 闭 轨 ， 若 KE 上 还 存在 其 它 闭 轨 , 则 必 
为 《+ 类 的 。 

证 。 由 Kneser 定理 及 $1 定理 14， 知 必 存 在 一 闭 轨 工 ;, 它 
属于 OÀU 或 kr k, ALET k, WD K'— L 是 两 个 Mö- 
bius 3b M 与 内， 由 定理 3 知 存在 闭 轨 LoeM; E L 代表 
mMi)(i 一 1,2), TE L 必 属 于 Kt: 类 . 故 以 下 总 可 假设 工 
属于 Okt 类 。 这 时 再 用 51 定理 14 A KE — LART Ë. X 
这 个 开 Möbius 带 应 用 定理 3， 知 道 它 存在 唯一 闭 轨 Ld 
mOD. TUE K HERSH, L 的 覆盖 闭 轨 司 伦 于 工 
BEZANA. RELS Li 同类 ,这 就 是 定理 的 前 半 部 。 

WERI LS L 外 ,还 存在 其 它 闭 轨 5*; 则 由 定理 3, L* 


—————— M ama m a m a e'a A- 


MIAT REPY = k 同 伦 类 ?定理 证 毕 。 

定理 5， 设 9 是 K+ 上 无 奇 点 的 连续 流 , 则 KE 被 FP 的 闭 轨 分 
成 若干 个 标准 区 域 ， 可 以 区 分 为 下 列 四 种 不 同 的 情况 : 

1) 只 有 LILI 三 种 类 型 的 区 域 , 其 中 至 少 有 一 个 属于 II 型 
(对 应 于 四 只 有 i 类 闭 轨 )。 

2) 只 有 一 个 标准 区 域 , 它 属于 r 型 ，I 型 ,或 HT 型 (前 二 
者 对 应 于 9 没有 AU 与 AU 类 闭 轨 ,最 后 一 情况 表示 KW 
所 充满 )。 

3) 恰 有 两 个 标准 区 域 ,它们 或 属于 l 与 IP TH, 或 属于 UT 
型 (前 者 对 应 于 有 唯一 KU 闭 轨 ， 后 者 对 应 于 闭 轨 充满 了 一 
Möbius 3), 

4) 恰 有 两 个 标准 区 域 ,属于 FID 或 IT 型 ,另外 至 少 还 有 
一 个 标准 区 域 属 于 LI 或 II W, 

推论 2。 如 果 没 有 AU BA, HU K* 上 至 少 有 一 个 ， 至 多 
有 两 个 标准 区 域 ,属于 了 ,IT 或 HIN, 

定理 5 的 证 明 . 

1) APRE At 类 闭 轨 了 时， 可 沿 比 洒 轨 将 K* 煞 开 而 得 一 柱 
面 ， 其 上 下 边界 有 不 同 的 定向 。 于 是 由 引 理 3 即 得 定理 的 结论 。 

2) APRA kat 型 闭 轨 时 ,可 澡 它 将 KC 切 开 而 得 一 Mi- 
bius 带 , 于 是 由 引 理 4 即 知 K? 只 含 一 个 标准 区 域 ， 此 区 域 若 不 
& e NAR ACRE r 或 gr 型 ; 若 它 含 有 E EAH, à 
只 能 是 HT W, 

3) APRE k” 型 闭 轨 将 K' 切 开 ,可 得 两 个 Mibius 带 ， 
宙 2) 知 它们 属于 r 5 oq 类 中 之 一 。 若 k” 型 闲 轨 多 于 两 个 、 
则 它们 有 可 能 充满 一 Möbius 带 ， 因而 此 带 由 一 个 Hr 型 区 域 
HR. 

4) K 含有 至 少 两 条 k 类 闭 轨 Lo La 但 不 属于 同一 
COD 一 般 可 证 对 整数 mn,p24 有 : 

Rehr NAR hs) = pntrycotttt, 
[Gh kn ed SA 


SUE 


HE RKR. HHA L 切 开 民 将 得 两 个 Móbius 3? Mi M: 
而 其 中 之 一 被 工 ， 切 开 成 为 一 Mibius 带 和 一 柱 面 。 这 时 在 柱 面 
上 必 有 OLEI 或 HI RAR, 
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$5. 射影 平面 上 的 动力 系统 


射影 平面 和 环 面 , 柱 面 、Mibius 带 最 大 的 不 同 之 处 在 于 它 的 
Euler 特征 等 于 1。 从 而 由 $1 定理 1 知道 它 上 面 的 任何 连续 流 
必 有 音 点 。 在 古典 文献 中 作者 没有 网 到 过 研究 射影 平面 动力 系统 
的 。 在 近代 文献 中 ， 除 了 少数 关于 一 般 二 维 流 形 动力 系统 的 结论 
也 可 适用 于 射影 平 百 以 外 ,也 没有 看 到 过 专门 研究 这 一 主题 的 . 因 
此 ,从 1981 年 开始 的 陈 一 元 的 工作 89,29'80， 以 及 朱德 明和 韩 茂 
安 关 于 一 般 二 维 可 定向 与 不 可 定向 流 形 上 动力 系统 定性 理论 的 研 
究 工 作 (详细 介绍 见 $59 一 11》 中 所 导 册 的 ,射影 平面 动力 系统 的 
一 些 较 基本 的 结果 、 可 以 被 认为 是 对 这 方面 的 初步 尝试 。 本 节 将 
先 介 绍 [34] 中 有 关 射 影 平 面 的 两 个 定理 和 作者 本 人 的 一 个 定理 ， 
然后 介绍 1351 ,1351 中 的 部 分 结果 ， 

首先 ,由 $4 定理 3 容易 导出 : 1 

定理 1， 设 9 是 定义 在 不 可 定向 曲面 M^ 上 的 连续 流 。 如 果 
存在 一 司 胚 于 Möbius 带 的 闭 区域 NCM’, 使 FP 在 NN 中 无 奇 点 ， 
且 丸 完全 包含 P 的 一 条 正 或 负 半 轨 ， 则 PF 在 M 上 必 有 单 边 A 

Htl gr PR! 上 的 连续 流 ， 如 果 PR: 上 存在 一 双 
边 闭 曲线 上 ,使 F 的 奇 点 都 位 于 工 的 同一 边 , 且 工 本 身 是 闭 轨 或 横 
RR ME PR: 上 存在 唯一 的 非 零 伦 单 边 闭 轨 。 

XE. 由 $4 引 理 2 ui AD L44f2 B —1 2E D, 因而 是 零 伦 闭 
Hf. 由 $1C6) RA PR'— D 是 一 Mibius 带 8B,。 由 假设 知 
口中 必 含 『 ES. B. hib e sra. HS ALI ERE 1 
中 六 所 满足 的 条 件 ， 改 其 中 必 有 单 边 闭 轨 工 。 又 因 PRL A 
ETEA ALE PR EAEE EAN. 

以 上 的 定理 和 推论 在 [37j 中 得 到 更 一 般 的 推广 。 
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定理 2 设 $ 为 PR 上 有 唯一 初等 奇 点 的 连续 流 ， 则 只 有 
下 列 两 种 情况 : 

1)P 有 唯一 的 非 零 伦 闭 轨 , 整 个 PR 是 一 单 连通 螺 域 ， 

2) 除了 一 非 零 伦 闭 轴 外 FP 还 至 少 有 一 零 伦 闭 办 .PR 被 的 
闭 扫 分 成 一 些 标准 区 感 , 其 中 有 一 为 单 连通 螺 玻 ,有 一 为 了 ;I 或 
W 型 域 ,其 余 的 区 域 当 且 仅 当 PR 有 至 少 两 条 零 伦 闭 轨 时 才 存 
在 , 且 必 属于 LI om II 型 ， 

WE. 设 0 是 的 唯一 初等 奇 点 ,因为 它 有 指标 十 1, 故 可 容易 
地 作出 一 条 包 国 0 RO PESE AE C , 它 是 双边 的 .于 是 由 推论 1 知道 
?在 PR' 上 有 唯一 的 非 零 伦 单 边 闭 轨 LK。 如 果 工 是 了 的 唯一 闭 
轨 , 则 因 PR'— L 同 胚 于 贺 盘 , 故 在 C 外 部 的 轴线 的 oR o) 
RRE 工 ， 每 一 轨 线 都 是 螺 线 (但 C 可 能 是 焦点 ,也 可 能 是 结 点 ) . 

其 次 ,车 9 除了 单 边 闭 锦 荆 外 ,还 至 少 有 一 条 双边 闭 轨 无, 则 
L 应 是 包围 奇 点 0 的 。L” 内 部 着 有 男 一 闭 胃 LU, Wü L" £429 
零 伦 , 且 这 时 L' 与 L" ZBIBUERGAUECT 1,0 2X UY, # 上 内 
部 DD 无 其 它 闭 轨 , 则 必 整 个 为 一 螺 域 ， 又 由 54 定理 3 的 证 明知 此 
时 PR — D= RB, 中 除了 荆 外 若 还 有 其 它 闭 轨 L*， 则 L* 必 为 
x1《B2) 的 生成 元 的 平方 。 从 而 L* 应 是 双边 的 。 由 $4 引 理 2 iii) 
知道 L* 也 应 是 零 伦 的 ， 

下 看 的 定理 是 著者 得 到 的 ,未 发 表 过 。 

定理 3. 只 有 一 个 奇 点 ， 或 三 个 初等 裔 点 的 身影 平面 动力 系 
AGER BAHARA ANR. 

证 。 先 看 只 有 一 个 奇 点 ( 它 必 为 指标 十 1) 的 PR 上 的 连续 
W 9 不妨 假 定 此 奇 点 电位 于 确定 PR 的 区 周 上 (图 5.1)。 我 们 
假定 不 存在 过 召 的 奇 闭 轨 线 ,然后 来 证 明 9 一 定 存 在 闭 四 线 .5 

由 于 已 设 9? 不 存在 奇 财 轨 线 , 故 圆 周 工 不 是 青 闭 轨 2。 设 在 工 


1) BAISHA h PR 上 无 非 明 最 的 已 式 稳定 扫 线 的 事实 * 立 蓝 可 知 从 如 
出 来 的 轨 线 必 以 单 边 闭 轨 为 其 极限 集 ,除非 是 中 心 点 > 此 时 有 双边 闭 胃 ， 

2》 有 可 能 出 现 : 从 B 出 发 的 一 切 轨 线 都 进入 8, 且 工 是 奇 闭 轨 . 这 时 B =B 处 
B — ^ IU UR — TX sdb ti, PR 上 只 有 奋 财 扫 而 无 闭 轨 . 
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上 的 4 点 轨 线 正 向 是 指向 敬 内 部 的 ， 则 在 A DUE RUMUR 4 处 
-ms 

故 线 的 正 向 是 指向 男 外 部 的 。 当 4 沿 著 开 半圆 周 BAB' 移动 时 ， 

9 的 轨 线 正 向 都 应 指向 加 内 ， 因 为 此 半圆 周 上 没有 奇 点 。 从 而 在 

FERS B6B EP 的 雪线 的 正 向 都 应 指向 贺 外 。 这 时 ,如 果 没 

有 轨 线 进入 和 离开 3B, 则 的 委 线 确定 BAB — Bar 到 它 自己 

的 一 个 反 启 自 同 王 , 它 的 不 动 点 C 一 C' 就 决定 了 一 条 闭 轨 ， 它 
"m 

显然 是 单 边 曲线 ,又 互 是 中 心 或 焦点 。 如 果 有 轨 线 DB ÈA B, 
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[N Pa" rs ) 
又 ED 进 人 D, MPRE DAE 到 B'AD HARR? BERE 
包含 在 后 者 之 中 , 且 为 反 疝 , 故 也 必 有 一 不 动 点 C 它 确定 一 条 闭 
MEC, XX 如 一 B' 是 稳定 结 点 。 

Sp 有 三 个 初等 奇 点 时 , 仍 可 候 设 它们 都 在 确定 PR: 的 圆周 
上 。 因 若 不 然 ,我 们 总 可 经 过 这 三 点 作 -- 图 红 , 然 后 通过 射影 变换 
BEATER PR: 的 “边界 贺 "。 现 在 三 奇 点 都 是 初等 的 , 故 其 中 有 
两 个 指标 为 十 1, 一 个 是 指标 为 —1 ROBUR E. ZEN ERIGUUÉR 
径 相对 点 E” 的 四 条 分 界线 在 PR 上 有 几 种 不 同 的 相对 位 置 . 考 


Fw 

虚 到 对 称 性 ,可 以 画 出 如 图 5.2,5.3 两 种 图 形 ， 在 图 5.2 rh, 4B 
AN 
被 映 到 DC ,其 中 必 含 有 一 段子 弧 的 反 向 自 同 胚 ,因而 必 有 不 动 点 . 
[N [N 

这 时 另 二 指标 十 1 的 奇 点 分 别 位 于 AE 和 ED 上 .在 图 5.3 中 
CON ON 
EF ÈRA GE', ch A & f$ — BF RBS SCIRD B Fe] 86, GP 


- R (Ow (CUN 
不 动 点 ,这 时 另 二 指标 十 1 的 奇 点 分 别 位 于 E4 和 4G E. 证 
HE, 
但 当初 等 奇 点 多 于 三 个 ,或 三 个 奇 点 中 有 非 初 等 奇 点 时 ,要 用 
上 看 的 方法 就 有 转 难 。 首 先 ， 我 们 不 一 定 能 假定 奇 点 都 在 向 周 工 
上 。 鞭 次 ,即使 只 有 三 个 奇 点 ,如 图 5.4, 但 其 中 避 与 5 是 指标 为 零 
的 奇 点 , 4 是 指标 为 十 1 的 奇 点 ， 吻 见 此 时 没有 由 一 眉 弧 构成 的 
单 边 闭 罗 ， 要 证 明 有 多 于 三 个 非 初等 奇 点 时 PR! 上 闭 轨 的 存在 
性 ,需要 用 到 推广 的 Poincaré-Bendixson 环 域 定理 ,证明 见 $9. 
以 单位 圆 内 部 和 贺 周 (其 上 直径 相对 的 点 等 同 为 一 点 ) 来 定义 
PR 时 ,加 局 .上 不 一 定 有 何 点 ， 例 如 , 若 视 


[N 
D KE D--B, H DB' 是 进 人 B 的 执 线 中 最 右边 的 一 条 。 R D =B, 
FE` gu —d PHAR. 
Ot $5 * 


yy —x (1) 
为 PR 上 的 起 力 系 统 , 则 它 有 一 系 闭 轨 线 
rety ma], 
ENRE AH. (0, 0 是 中 心 ， 且 为 唯一 的 指标 十 1 的 奇 
点 . ?十 六 一 1 的 任何 半圆 周 都 是 PR 上 的 单 边 闭 曲 线 ， 一 
般 ， 在 [35] 中 证 明了 : 
定理 4. 由 圆周 及 其 内 部 所 定义 的 射影 平面 ， 其 上 动力 系统 
的 闭 轨 线 只 有 四 种 : D 全 部 位 于 单位 贺 中 同 伦 于 零 的 双边 闭 轨 ， 
2) 和 边界 圆 完 全 重合 的 单 边 闭 轨 ，3)》 被 边界 圆 分 为 奇数 毁 的 单 
边 闭 轨 ,4) 被 边界 圆 分 为 偶数 段 的 双 过 闭 轨 。 


” dE. 12) 是 显然 的 。 要 证 明 3) 是 单 边 闭 轨 ，4) 是 双边 闭 
轨 , 只 须 证 明 前 者 不 把 射影 平面 分 成 两 个 区 域 ,而 后 者 把 射影 平面 
分 成 两 个 区 域 ， 为 此 ,考察 图 5.5 《有 闭 轨 48B'CC'4) 与 图 5.6 
(HAH 488'CC'DD'4), 以 及 它们 在 球面 S 上 的 提升 ,图 5.7 
与 图 5.8， 球 面 是 射影 平面 的 二 重 覆盖 空间 ， 由 图 5.5 的 有 三 自 
(有 奇数 妈 也 是 一 样 ) 的 闭 轨 提 升 到 S 上 得 到 图 5.7 中 的 曲线 
ABC ,其 中 BC> 由 原来 轨 线 段 8'C ”关于 球 心 的 对 称 点 所 构 
成 。 显 见 ASAA ES 上 与 4 直径 相对 的 点 )， 改 ABCA 
在 S 上 不 是 闭 曲线 ,5* 一 ABCA 是 一 连通 集 ， 从 而 PR: 一 
AB —8'C— C 也 是 一 个 连通 集 . 

反之 ,由 图 5.6 中 有 到 有 段 ( 有 偶数 惧 也 是 一 样 ) 的 闭 轨 提 升 到 
S 上 得 到 图 5.8 中 的 闭 曲 线 4BC'D4 与 4'B'CD A, — edm 
ROS 上 的 双边 闭 曲线 , 且 各 把 S 分 为 两 个 连通 支 ;从 而 PR? 一 
AB 一 8'C 一 CD 一 了 DA 也 把 PR? 分 为 两 个 连通 支 证 
毕 。 

对 二 维 流 形 上 的 闭 轨 , 即 使 是 单 边 的 ,我 们 也 能 和 平面 上 一 样 
定义 极限 环 , 周 期 环 和 复合 极限 环 。 但 容易 看 出 , 若 一 单 边 闭 轨 是 
极限 环 , 则 它 或 为 稳定 ,或 为 不 稳定 ， 不 可 能 是 半 稳 定 环 。 又 若 
E PR 上 连续 流 的 一 条 单 边 闭 轨 ， 则 流 不 可 能 有 第 二 条 单 边 闭 
轨 , 从 而 工 只 能 是 极限 环 。 

”为 了 进一步 研究 射影 平面 上 判别 极限 环 的 存在 准则 ， 我 们 再 
采取 第 二 种 定义 PR: 及 其 上 连续 流 的 方法 ， 如 所 熟知 ，PR* 可 
以 通过 反正 方形 的 对 边 握 转 双 合 耐 得到。 此外， 为 使 其 上 定义 的 
流 为 光滑 动力 系统 , 则 在 边界 上 县 合 (或 等 同 ) 的 点 处 ,向 量 场 的 方 
向 还 必须 一 致 。 因 此 ,着 邯 虚 定义 在 正方 形 [05a] X [0,2] 上 的 
微分 方程 
L £— P(x,y).y-— Qr), (2) 
肌 把 边界 点 (0,y) 5 (6a 一 y) BE, Q0) 与 (a 一 2,0258 
LES 9 


5————————————— 


: 同 , 则 除了 保证 解 的 存在 唯一 性 条 件 人 如 P.Q € 5 以 外 ， 还 应 假 
E? ; 
P(0,y) = P(a,a — y), P (2,0) = —P(a — z,a) A 
Q(0,y) = —Q(a,a — y),Q(x,0) = QCc — z,a). 
3E Hi dr 575 B8 ARR BICO0) 55 Caa) Ce TIAS ISI 
3— 0 JE d A bU | 
P(0,0) = P(a,a) = —P(a,a), lÀig P(0,0) — 0; an 
90,0) = —Q(a.a) = QCa,a), ifj Q(0,0) = 0, 
局 理 可 证 〈0,s) 5 (a,0) 《它们 也 等 同 为 一 点 ) 也 应 是 奇 点 。 除 
区 以 外 :在 正方 形 的 其 它 地 方 当 然 还 可 能 有 别 的 奇 点 。 显 见 , 借助 
于 单位 匮 来 定义 的 PR” 上 的 动力 系统 可 以 有 共有 一 个 奇 点 。 最 简 
单 的 例子 见 《1) 式 。 
现在 再 把 方程 42) 拓 广 到 [一 aaj X L—2,2] 中 ， 并 使 之 保 
持 连 续 。 首 先 , 在 [—4,0] X [0,0] 中 定义 (2) 的 延 拓 方程 为 
z= Plat x,a— y), p= —Q(ad- z,0— y), (4) 
则 对 7Y 轴 上 一 点 MO) « a. 23 C4). 的 右 方 在 此 点 的 值 为 
(P(Ca,a 一 ?7 一 CCeye — y)». 由 (3) 式 知 它 等 于 (PC(0,y),8《0， 
y))。 这 表示 两 向 量 场 在 正方 形 的 公共 边 0 X [0,21 LÆ- EH. 
统 记 由 (C2) 与 (4) 在 [一 a,a] X [0,01 上 所 确定 的 向 量 场 为 : 


ż= P(x,y) j= PRETINA (5) 
今 再 定义 (5) 在 [一 a,a] X [—2,0] 中 的 延 拓 方程 为 ; 
i= 一 下 区 一 2 一?)， y 一 —QiC—2, 一 7 )， (6) 


WEHR EG) 与 46) 已 将 (2) 延 拓 成 为 [— 2,21 X [一 a,a] 中 
:的 光滑 向 量 场 了 ， 并 后 易 证 在 扩大 正方 形 的 对 边 上 有 ; 
(— PCa, —), QC a, —))) = C— PCo, —»), 
—Q(a, —3)) = C-P(0,a + y), QCO,a + 30), 


1》 肝 单位 圆 来 定义 PR REEE AA Fl] Ez 设 ; P(cos8 , sin8)cosO + 
Q(cos8, sing)sind = P(.—cos8, — sing cosh + Q( -cos 昌 一 sinD sinb, 
Q(cos0, sin8)cosU — Piws, sing)asinb = —8 ( — cosh, — sing) cos? + 
P(—cos0, —sinf)sinó, HERK E35]. 
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(—P,C—x,a), —Q(—z,a)) - (—P(—-x,2),—0(—2,a)) 
= (P{a + z,9),—Q(a + x,0)). 
以 上 事实 说 明 (5),(6) 在 [一 a,4] X [一 a,a] 中 所 确定 的 向 
是 场 可 视 为 环 面 上 的 向 量 场 看 待 ， 如 果 把 这 正方 形 的 对 边 登 合 的 
话 。 又 对 方程 (2) 在 [0,e] X [0,2] 中 的 一 条 轨 线 HH， 把 它 向 左 


平移 距离 ,再 关于 直线 y 一 A 作对 称 , 即 得 C5) 在 [一 4,0] X 


[0,a] 中 的 一 条 轨 线 I。 然后 把 hoh 关于 原点 作对 称 , 即 得 (6) 

的 两 条 轨 线 Mln Aae Æ L PR' 上 的 方程 (2) 的 闭 轨 线 ， 

则 5 h 相 接 ,1 与 五 相 接 而 成 为 环 面 上 的 两 条 闭 轨 R. 
反之 ,对 于 环 面 上 一 条 横向 闭 轨 T= nUT: 《图 5.9), 可 以 把 


CHEER T, 向 右 平移 距离 a. 再 关于 yes E NECEM 
则 CUT 构成 PR 上 一 条 闭 轨 , 它 由 两 段 组 成 . 
类 似 于 平面 定性 理论 中 的 环 域 定理 , 现在 可 以 建立 判别 PR 


上 闭 轨 线 存 在 的 法 则 。 在 以 下 三 定理 中 都 假设 》 轴 上 的 线段 0 
y 委 ? 是 动力 系统 (2) 的 无 切 弧 。 


- 59 » 


图 5.10 


定理 5. ib J= hULGRIL—LZLQUL 是 PR 上 两 条 不 
相交 的 闭 盟 线 (图 5.10)， 它 们 所 包围 的 区 域 @ 中 不 含 奇 点 。 又 设 
方程 (2) 的 轨 线 与 1、, 工 相交 时 都 从 如 外 部 进入 内 部 。 则 (2) 在 台中 
至 少 有 一 条 外 个 稳定 环 T. 和 一 条 内 侧 稳定 环 『,， 它 们 可 能 重合 
成 为 一 条 双 刨 稳定 环 T, 

证 。 如 图 5.10, 把 方程 (2) 拓 广 成 为 [eu] X [0，e] 中 的 
方程 (5)。 则 对 应 于 有 和 L: Æ la, 0] X [0, e] 中 有 LR 
La L 与 了 连接 ，L; 与 L 连接 ， 分 别 成 为 环 面 上 的 两 条 闭 曲 
线 ,(5) 的 轨 线 和 它们 相交 的 都 进 人 区 域 9 一 21.U 8;， 由 于 2 fü 
扑 等 价 于 一 平面 环 域 , 故 定理 得 证 ， 图 5.10 中 面 的 是 TT. 一 了 一 
r 的 情况 ， . 

定义 1。 一 族 只 有 两 端点 在 [0,a] X [0, a] 边界 上 的 轨 线 
自称 为 是 左右 定向 的 ， 如 果 其 中 每 一 段 轨 线 的 终点 都 在 其 起 点 的 


AUR 


E 5.11 
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801. 图 5.11 中 的 (a), (b), CO. 都 是 定向 轨 线 段 族 ; 但 (d) 
中 的 轨 线 段 族 无 法 定向 。 

现在 可 以 证 明 下 一 有 趣 的 : 

定理 6. 若 一 射影 平面 上 的 闭 轨 线 工 由 正方 形 中 车 干 可 定向 
雪线 段 所 成 之 族 工 构成 , 则 此 族 中 最 多 只 含 两 段 轨 线 . 

证 。 只 须 证 明 工 是 左右 定向 的 情况 巡 了 ， 其 它 三 种 情况 是 一 
样 的 。 

首先 证 明 工 中 只 能 有 有 限 段 的 雪线。 和 否则， 可 以 把 工 中 的 轨 
线段 按时 间 的 先后 排列 成 序 : PP， 它们 一 起 构成 诸 
轨 FT。 由 于 了 的 周期 了 是 有 限 值 , 故 当 = 一 co 时 上 运动 的 时 间 
ATE. ERII PCy) Osy) 在 任 一 J; EJER, Wl 
的 长 度 趋 于 零 , 即 缩 为 一 点 MM。M 应 是 T 上 的 奇 点 ， 这 不 可 能 ， 
& L'BR SCREREEBUS. 
, 任何 起 点 与 终点 都 在 正方 形 边界 上 的 轨 线 段 总 把 正方 形 分 成 
具 部 分 , 称 它 们 为 这 轨 线 女 的 丽 侧 。 于 是 在 工 中 必 存 在 一 轨 线 段 ， 
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BeEmBXEQRURALIBEUHTSVAB BARBAR E 1。 1! 的 
可 能 位 置 有 10 种 (图 5.12)， 其 中 阴影 部 分 表示 不 含 工 中 其 它 轨 
线段 的 那 一 侧 。 这 10 种 情况 又 可 分 为 3 组 ,从 拓扑 观点 来 看 , 同 
一 组 的 几 个 图 形 其 实 是 一 样 的 . | 
现在 仅 就 第 一 组 的 图 (a) 来 证 明定 理 。 由 于 工 构成 闭 轨 Ti 


(wo AN 
其 中 必 存 在 轨 线 段 M da, h— bc， 其 中 ob 分 别 是 e，2 
ERA., 不 能 在 LO 的 上 方 ,否则 ，L 的 终点 “将 位 于 = 的 
下 方 直 边 上 ,或 位 于 5 的 右 方 横 边 上 。 但 这 时 。 的 等 同 点 将 落 
在 阴影 区 域 的 边界 上 ,从而 其 中 将 出 现 工 的 弧 段 ,与 假设 矛 看 。 同 
X8. h 不 能 在 五 LES. SOT LEGGE TN. RE A 与 的 相对 


(Cw 
位 置 只 能 是 图 Ca) 所 示 的 那样 。 于 是 工 中 还 存在 h= of 和 六 一 


Lr; dungn d BEDS e 的 等 同 点 。 注意 “的 等 局 点 “在 
h EI o Lie /之 后 的 弧 眉 将 永远 位 于 L 5 h 之 间 ， 因 而 不 
可 能 加 到 e MHRA. BER (a) 不 可 能 出 现 。 不 难看 出 
As Po 
"IDA EHE ee 构成 ,也 可 以 由 两 段 统 “a6 5 ba HU, 
定理 7。 设 工 是 由 两 段 左右 定向 的 弧 眉 构 万 的 PR: 上 的 闭 
曲线 ,其 内 部 9 中 不 含 奇 点 。 又 方程 (2) 的 轨 线 都 从 外 部 穿 进 内 
部 ， 则 在 9 中 必 有 由 一 段 弧 构 成 的 方程 (2) 的 闭 加 线 . 
证 。 先 看 上 的 两 条 弧 都 起 于 左边 界 而 终于 右边 界 的 情况 《图 
5.13(a))。 与 定理 6 的 证 明 类 似 ， 可 证 在 环 域 9 + 9' 中 至 少 存 


Ps 

在 方程 (5) 的 一 条 闭 轨 r:cog。 如 果 在 第 一 象限 的 正方 形 中 。 等 
As PN 

同 于 轧 则 ”8 便 是 所 求 的 闭 轨 。 和 否则， 与 ”ce 对 应 ,在 第 一 象 


Q8 AN 
限 有 方程 (2) 的 轨 线 5， 它 与 ob 一 起 构成 (2) 的 闭 轨 。 由 于 
e, b 分 别 等 同 于 a',， 且 两 弧 所 图 的 区 域 9; 中 无 背 点 , 故 (2) 的 
所 线 人 确定 线段 ab 一 ab 到 它 自己 的 一 个 反 疝 自 同 胚 。 故 至 少 存 ， 
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Xp—^ RU d= d, Ed d LL EE POR BUE 
o 与 d 的 轨 线 就 是 所 求 的 闭 轨 《图 


号 6$ 


其 次 看 LOGECPiB— S8 WUGEDE E SS Z3A Ram ECT He EX T L 
起 于 它 的 下 边界 而 终于 其 右边 界 的 情况 (图 5.14)。 这 时 用 前 出 的 
方法 就 造 不 出 所 需 的 环 域 。 因 为 ,例如 在 正方 形 的 上 边 AB 段 轨 
线 自 上 而 下 穿 进来 , 则 下 (3) 式 知道 在 正方 形 的 下 边界 OA R E 
轨 线 应 自 上 而 下 穿 出 去 。 所 以 自 【一 ae] X [0,0] 中 除去 LU 
L, EARRA Li E L 的 下 方 区 域 以 后 得 不 到 我 们 所 和 需 要 的 
环 域 。 但 这 时 LUL 将 对 影 平面 分 成 两 个 区 域 、 每 一 个 区 域 中 
ERL SERATE. EMEP. 

对 于 在 _PR: 上 的 动力 系统 也 有 类 似 于 平面 定性 理论 中 的 
Dulas 定理 (判别 闭 或 奇 闭 轨 线 不 存在 的 法 则 》; 


定理 8&。 设 G 为 PR 上 一 个 区 域 ,车 方程 (2 的 发 散 量 5 二 
在 G 中 保持 党 号 , 且 G 中 使 ŽE 十 2- 0 的 点 的 集合 不 合 


和 则 方程 (2) 在 6 e So 
His e HER, 
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证 明 可 用 Green 公式 ， 与 平面 情况 类 似 , ARS. 但 这 于 应 注 : 
意 ; 由 定理 4 知 G 的 边界 必 为 由 人 笛 数 眉 曲 线 弧 所 构成 的 射影 平面 : 
上 的 闭 曲 线 i， 由 于 PR EHE RHH, CE l 分 成 两 个 连通 文 
时 ,究竟 那个 是 2 的 外 部 , 堵 个 是 江 的 内 部 ， 必 须 先 置 定 :上 的 起 
点 知 走 向 才能 确定 。 如 图 5.15, 2 由 A 与 两 段 构成 。 今 在 其 
上 固定 一 个 正方 向 ， 肝 箭头 表示 、 并 且 规 定 4 是 i yug. TE 


(OR 、 

AB 二 I, RPE, BA 一 L 是 第 二 段 ， 以 G 记 沿 h 正 向 前 进 
时 位 于 它 右 侧 , 沿 h i eh 它 左 侧 的 区 域 ， 并 称 它 为 i 
的 内 部 ， 则 PR?— G— I 便 称 为 二 的 外 部 。 但 著 改 以 B' 为 起 
AERAR, M EAR R, 

又 应 注意 : 定理 8 肯定 G 中 不 存在 由 oror 和 和 T 构成 的 
闭 轨 。 这 是 因为 : 如 果 存 在 这 种 闭 轨 ， 则 它们 应 包围 一 个 G 的 子 
区 域 ( 阴 影 部 分 为 对 它 可 以 应 用 Green 公式 而 导出 针 盾 。 但 要 否 


定 由 奇数 眉 弧 所 构成 的 闭 轨 , 如 MM, WRT. MEE E, 
只 要 假定 zx "n E" 在 整个 PR? 上 保持 常 号 而 不 恒 等 于 零 , 便 
可 如 前 导出 矛盾 ， 但 是 我 们 有 ( 见 [36]); 


定理 9. 
WS + a) dxdy = 0, (7) 


WE. AB 515, 上 式 左边 的 积分 应 等 于 
- [a2 + a Pdy — a. Qdx 十 ia Pdy 


s [f Q(x,0)dx + | Q(x, dx 
十 f P(a,y)dy + r PCO, y)dy 

= —[toG.0 — Q — x,a) ldx 

" £ [P(0,y) — PCa,a — y)ldy 
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w D, 
这 由 (3) 式 可 知 . 

由 此 可 见 要 Ra E 在 整个 PR LpREPEOR OK [dB 
的 ,除非 它 几 平 处 处 为 零 ; 然后 由 连续 些 短 必 慎 等 于 零 。 又 若 希 望 
图 515 m i= LUL 所 转 的 区 域 G 中 不 存在 单 边 闭 轨 MM 
则 在 应 用 Green 公式 时 要 考虑 了 ,0 沿 LL 的 第 二 型 线 积分 ,一 
般 来 说 ,这 也 是 准 以 确定 其 值 的 ， 

定理 10。 设 G 是 PR 中 一 区 域 ，8(x,y) 是 G 中 的 单 信 连 
续 可 微 函 数 ,使 2 CBP) + T (B0) 在 G 中 保持 常 号 ， 且 使 


它 为 零 的 点 不 构成 二 维 集合 , 则 方程 (2) 在 6 内 不 存在 由 偶数 个 弧 

定理 11。 设 P(x,y) 一 C 是 一 曲线 族 ，PE C!, 又 在 PR 
上 的 区 域 G 中 POP 8 ÎE 保持 常 号 , 且 合 

£z Oy 

P Lg 
y 
的 点 集中 不 含 方程 (2) 的 整 条 闭 轨 线 。 则 在 中 不 在 在 (2) 的 整 条 
闭 轨 或 只 含 一 个 奇 点 的 奇 闭 轨 . 

以 上 两 定理 的 证 明 与 平面 上 一 祥 , 故 从 略 . 

962. 研究 定义 在 [0,2] X [0,2] 中 的 方程 组 ， 

f2 a Asin2x  Bsiny, SY — Csináy, (8) 

dt dt 


显 兄 方程 右 端 的 函数 满足 条 件 (3), 故 (8) 为 PR 上 的 动力 系统 . 


今 设 A, B, CHERE | 2 >1,C=0, BFy)- 
2 
cos4y， 它 也 满足 条 件 (3)， 容 易 算 出 


p ÎE + 0 OF ACun'y, (9) 
Ox ay 
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故 由 定理 11 知道 方程 (8) 除 了 可 能 有 含 在 (9) 式 等 于 零 的 轨迹 中 
的 闭 罗 以 外 ,不 存在 任何 其 它 闭 轨 线 。 又 易 验 证 7 一 PEL y= 


A 两 线段 一 起 构成 (8) 的 双边 闲 轨 h y= 是 (8) WAHA 


9. L.(H y — 0 RdÉCEOR E PHIL. 9 — 0 与 hsh 一 起 组 成 (9) 的 
28 ELS, 
在 [34] 中 还 研究 了 PRP 上 的 多 项 式 系 绕 ， 得 到 : 
定理 12. 满足 条 件 (3) 的 方程 (2) 若 为 多 项 式 系 统 , 则 必 具 有 
形式 : 


= = r(x— a)A(2x — a,2y — a} 
t 


+ y(y — a3B(2x — a,2y — a), 
(10) 


d 
ps = x(x—a)C(2x — a, 2y — a) 

+ yy — a)D(2x — a, 2y — a), 
其 中 4(.,,DC ,) 是 2x—a,2y—a 的 奇 次 多 项 式 , BC) 
CC*,*) 是 2x — a,2y — a 的 偶 次 多 项 式 ?. 

证 。 我 们 只 须 证 明 : 当 方 程 (2》 中 的 PCer, y) 是 满足 条 件 
《3) 的 多 项 式 时 , 必 具 有 (10) 的 第 一 方程 右边 的 形式 。 对 Oy) 
的 证 明 是 一 样 的 ， 由 (3 7) 已 知 PC(0,0) — 0, dx PCy) 无 常数 
项 ， 行 是 可 写 l 

P(x,y) — xA) + YBO) + xy E(2, y). 


XE P(0,y)— B.C). H P(0, a) = 0, E B, GO "HIN X 
y 一 ae。 类 位 可 知 AG ANR x 一 as。 于 是 可 写 
P(x,y) = x(x — a) A) + yCy — a) B, Cy) + xyEy(x,y). 
aD 


1) 注意 : Hime, [05e TX [0,0] 中 的 多 项 式 系统 仅 为 5" 系统 ?因为 P.C 
仅 在 边界 上 满足 连续 性 条 件 (3)3 在 [35] 中 还 讨论 了 射影 平面 上 的 C” 系 统 和 
WE, 


ee tr pe tree AA tt tn rote tt e a 


现在 注意 (3) 中 有 有 条件 PCO0,y) 一 PCa,a — y), MODAR 
人 ,可 得 
yy — a)BiG) = y(y — a)Bi(a — y) + ala — y) Ea,a — y), 
故 知 Eaa — y) 中 含有 因子 y, 5H EoCa,a) = 0, 
0 BRE. Eey) TEH Ela 一 x*,4 — Y) 的 形式 ,但 不 含 
常数 项 。 代 人 (11) 得 

P(x,y) = x(x — a)A(x,9) + y(y — a)Bi(x, y), (12) 

其 中 od... Bio. 应 满足 条 件 : 

A(x,0) = — ALa — x,a), B,(0,y) — BiCa,a — y), (13) 

进一步 的 讨论 需要 用 到 下 一 引 理 , 证 明 从 略 。 


SUM. D 满足 条 件 P 【一 S, —o)= F( 5). lei « 


i 的 多 项 式 必 具 MG Dr (ee 二 人 一 于) Nen o) 的 并 


. 式 , 其 中 M, NAIA u, o 的 偶 次 与 奇 次 多 项 式 。 
2) WERE F (~u~ L)- r (u, T) IL m 


多 项 式 必 具 Ru) + (vt T) SCusv) 的 形式 ， 其 中 


$, 尺 分 别 为 u, v 的 偶 次 和 奇 次 多 项 式 。 
”最 后 ,对 (13) 中 的 第 一 个 等 式 应 用 引 理 的 后 半 部 ,对 其 中 的 第 
二 个 等 式 应 用 引 理 的 前 半 部 ,代入 (12) 式 ; 即 知 PC y) 应 具 (10) 
中 的 形式 *, 证 毕 . 
”对 于 借助 单位 加 来 定义 的 PR 上 的 多 项 式 系 统 ,[361 中 还 证 
明了 如 下 的 定理 : . 

定理 13. 方程 (2) 若 为 由 单位 是 定义 的 PR 上 的 # 次 多 项 
式 系统 , 则 它 必 具 形 式 : 


DE*out gorant i 


ed n 


一 一 一 5 a4 4x^ y^ T 《1 一 2 一 y2G(z,y), 
dt P JT9TT 


deo UII 
+ (lx — yAH(x,y), 
其 中 ,的 取 值 村 保证 不 出 现 负 窒 ，G(x,y),H(x,y) 是 任意 的 
2 一 2 次 多 项 式 。 
例 3， 在 攻 知 的 二 次 系统 的 标准 形式 之 下 ( 现 [3818125, HH 
影 平 面 上 的 二 次 系统 必 具 形式 : 
dx 


PE mE, + mxy + C(1— z? — y», 
£ 


(— D) Hapri COEPI coe (14) 


4 (15) 
Z=. x+ Ixy + my + Cal 一 + 一 y», 


注意 ; 方程 (15) 只 在 单位 圆 x 十 =l 及 其 内 部 定义 ， 且 
在 单位 圆 上 退化 为 : 


全 一 —y + ix! -- mzy, In z+ lxy+ my. (16) 


此 方程 的 二 次 项 部 分 满足 条 件 yP, y) = 10x, y). 42] 
Poincaré 半球 面 时 (16) 不 以 赤道 为 轴线 ， 
要 把 在 单位 贺 及 其 内 部 定义 的 PR 动力 系统 延 拓 到 含 一 个 无 
限 远 点 的 全 平面 ( 即 拓扑 球面 ), 可 借助 于 反 演 变换 。 为 此 ,定义 : 
P(x,y), M Pty <i k, 


(à —y»5P(— * ， —y 
P(x,y) 一 y! z ( xt y rry) 
E 20 (C ToU ics TUR EA OC ENS 
(17) 
QCx,»2, 当 x? 十 yl 时 ， 
z rs NI are A 
Q(x,y)— CE e yg 可 
*or-ee( lw m Mz yo 1I. 


é$ » 


ee mare we bt Same 


则 可 证 P.O 在 全 平面 上 连续 ; 当 P.Qec 时 也 有 P,O ECE 
实 上 ,方程 
4x P dy 0 
de P(x,9y), d OG.) (18) 
在 单位 国外 的 部 分 可 借 其 单位 圆 内 部 分 由 反 演 变换 
Ay 
xy 


Xi > V — 


而 得 到 。 因 此 有 : 

X314. 方程 (2) 的 不 通过 原点 ， 且 为 单 边 的 闭 轨 线 确定 方 
程 (18) 的 一 条 闭 轨 线 , 且 稳 定性 相同 ， 方 程 (2) 的 不 通过 原点 ， 且 
为 双边 的 财 轨 线 确 定 方程 (18) 的 两 条 闭 轨 线 , 且 稳 定性 相同 (参见 
图 5.5— 5.8). 

定理 15， 设 V(x,Y) 二 C 是 方程 (2〉 的 一 个 连续 首次 积分 
《定义 在 单位 图 及 其 内 部 ), 且 满足 

V(cos8, sin8) == V(—cos8,— sinf), 0 «; 0 «; 2m, 
则 (2) 在 PR 上 不 存在 极限 环 。 
证 把 (2) 按 (17) 式 延 拓 为 (18), 则 相应 地 有 
V(x,y), Mix! y'all Bg 

VG, y) "(sit s Mp i4 y! 1 时 ， 
V(x,y) 是 (18) 的 连续 首次 积分 。 由 平面 定性 理论 知 (18) 无 极限 - 
环 , 从 而 (2) 在 PR: 上 无 极限 环 。 

此 外 ，[35] 还 讨论 了 射影 平面 上 含 参 数 方程 的 Hopf 分 支 问 


题 。 
除了 以 上 介绍 的 陈 一 元 的 工作 以 外 ， 另 一 个 值得 注意 的 动 识 
是 1981 年 M. L T. Camacho?" 研究 了 R 中 的 二 次 齐 次 向 量 
场 
QC) - (Olr) Qal) Ql) ),x ER, (19) 
在 单位 球面 S ^ DHBEERIAAUUDIMEÉGE Qr: ; 
Qrir) 一 Q(x) ~ (Qia 十 x,Q;x) 


ur. 


Tcpox4QIX)) * x,x = (x, E S (20) 
的 性 质 ,并 证 明 著 Oz 为 无 极限 环 的 MS 系统 , 则 其 相 图 只 有 七 
种 不 同 的 拓扑 结构 。 后 来 匡 葡 光 "" 改 进 了 [39] 的 结果 ,证 明 当 
Qr 为 无 极限 环 的 MS 系统 时 ， 其 相 图 至 少 有 十 种 不 同 的 拓扑 结 
构 ， 同 时 又 得 到 Qr 的 更 多 的 一 般 定性 性 质 ， 
我 们 认为 值得 注意 的 是 : 按照 他 们 的 论证 ,将 Or 投影 到 Rs 
中 三 个 平面 
z; = [xE R| = 1} (j = 1,2,3} 
上 可 得 三 个 向 量 场 : 
Wo(x) = GuQiGe = QuGO x;psCx) 
— QiG),0),x = (no 2,1), 
Ro(x) = (0,x;Qi1Cx) = Qalr) Olr) 
ia Q:l) Jsa = (1,33); 
Solr) = (rQ: — Qile) 0320C) 
no Qsi(x)).x = (ri lsa). 


(21) 


HE FI A: 
l. 着 QiG) =l, iij Wolx) -— 《一 O10Cx) ,一 G2Cx) ,0), 其 中 
xea (x1s#231)。 因 此 , 平面 二 次 系统 实际 上 是 Or 的 一 个 十 分 特 
殊 的 情况 在 〈x*izz) 平 面 上 的 投影 。 这 样 就 不 难 理解 为 什么 [39]， 
[40] 中 所 得 到 的 那些 Qr 的 一 般 性 质 和 平面 二 次 系统 的 一 艇 性 质 
是 一 样 的 。 闻 时 使 我 们 想到 ， 推 广 平面 二 次 系统 改 而 去 研究 (21) 
中 的 三 个 平面 系统 ， 或 直接 研究 Or 的 轨 线 的 定性 性 质 和 E 的 
Hilbert. 问题 是 否 更 好 一 些 ? 
2. 深刻 军 中 研究 平面 二 次 系统 中 可 拓 广 而 成 为 射影 平面 上 的 
连续 向 量 场 者 , 即 系 绕 
o + hirt cy + rle t ey), 
少 一 02+ bix + cy tyler ey) 
的 相 图 的 不 同 拓扑 结构 ,得 到 五 个 入 图 。 
注意 : 若 在 (21) 中 取 81,01,0: 为 xx 的 齐 一 次 式 , 则 
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(22) 


-一 一 一 一 一 一 一 


(22) 恰 好 相当 于 : 

Qi = —ax, — biri — eux, Qi aux — buxo Catas 

Qi = ex) -十 Eia 
时 的 人 Yo(x)， 由 此 可 见 ,(22) 这 一 特殊 的 ， 可 拓 广 成 为 射影 平面 
上 的 连续 向 最 场 的 二 次 系统 ， 实 际 .上 不 过 是 R 中 的 一 次 齐 次 向 
景 场 在 球面 S 上 所 导出 的 切 向 量 场 Qr E sr) = Cy) FE 
上 的 投影 当然, 对 OR 中 的 二 次 、 三 次 、…- 等 齐 次 向 量 场 ， 我 们 
也 可 以 考虑 同样 的 问题 ， 即 : 在 什么 条 件 之 下 ， 球 面 上 的 多 项 式 
系统 可 以 看 成 射影 平面 上 的 多 项 式 系 统 ? 在 这 方面 最 新 的 工作 见 
[94]. 


补遗 


最 近 作 者 在 191] 中 得 到 (x，y) 平面 上 二 次 多 项 式 系统 的 发 
HUE div(P, Q) 一 0 £g (x,1,2) 与 《1,y,z) 坐标 系 之 下 的 表 
达 式 分 别 为 : 

yP. 十 5) 一 42 (23) 
和 

x(P, + Q,) 一 4P, (24) 
其 中 了 ,9 为 了 ,8 的 齐 次 化 。 原 来 的 dix《P,0) — 0 METH 
写 为 

zP, + 0,)— 0, (25) 

这 三 个 等 式 之 名 的 有 趣 关系 已 在 [913 与 [92] 中 得 到 初步 的 应 
用 。 若 对 (20) 中 的 Qr 而 言 , 则 相应 于 (21) 中 的 三 个 投影 向 量 场 
div 一 0 就 有 更 对 称 的 表达 式 : 

401 Sem x(Qi. F Ou T Qu) -- Q (对 Ro), 
40 一 (Qu + Qn + Ün) = 0 (对 So), (26) 
40; E z(Q, T o, 十 Qu) =o (对 Wo). 

下 面 是 一 个 有 趣 的 猜 浏 。 

若 在 单位 球面 S! 上 有 一 单 闭 曲线 了 ， 使 得 ; 

1) 在 三 个 切 平 面 x 一 I, 一 1 和 * 一 1 上 的 投影 TT, 

. 725 


和 r, 仍 都 是 单 闭 曲线 ; 

2) Ro,So 和 Wo 的 发 散 量 分 别 在 Tor: 70 Ty 所 包围 的 平 
面 区 域 上 的 二 重 积 分 都 等 于 零 ， 
则 了 必 为 Qr 的 闭 轨 线 ， 

不 论 这 个 猜 负 是 对 还 是 错 , 它 必 有 一 个 确定 的 答案 ,我 们 希望 
答案 是 肯定 的 ， 


$ 6. 曲面 上 的 了 式 稳定 运动 
和 中 心 


如 所 熟知 ， 一 动力 系统 中 过 一 点 ?的 运动 pp 1) RAER 
P 式 稳定 (或 P+ 稳定 ), 如 果 


plp, 1)cO0, 或 gp, I) 一 Q, 
plp, 1) 称 为 负 向 P 式 稳定 (或 了 稳定 ), 如 下 
pp, )C A4, 或 plp, 7 ) = A, 
H plp, t) 同时 为 P+ 及 P 稳定 时 , 则 有 


gCp, 1) = 9, = áp» 


KRPO) 是 p 式 稳定 的 , 

当 plp, 1) 为 P 式 稳定 时 , P 必 为 非 游荡 点 (定义 已 见于 $2 定 
义 8), 但 其 逆 不 一 定 成 立 ， 下 面 我 们 将 会 看 到 这 两 者 之 间 ， 以 及 
P 式 稳定 运动 和 回复 运动 ( 见 定义 1) 之 间 的 差别 和 联系 

B Cp, 1) 是 度量 空间 M 中 的 动力 系统 , 则 易 见 M 中 一 切 洲 
荡 点 的 集合 丈 是 开 的 不 变 集 。 从 而 一 切 非 游荡 点 的 集合 〈M i 
M 一 w 是 流 P 的 闭 不 变 集 。 当 M ERAH (M) 也 是 紧 的 ， 
于 是 可 以 研究 由 Pp 确定 的 (M), 中 的 动力 系统 ， 其 中 非 游 落 点 的 
集合 Mh 是 CM 的 一 个 紧 不 变 集 。 假如 (M) 一 CM) C 
o WATR (M) 一 M)， 那 么 这 种 求 非 游 荔 点 集合 的 步骤 到 
KESER, BE OM). 是 CM, 的 真子 集 , 我 们 就 可 以 研究 9 
在 空间 (M) 中 的 非 游荡 点 ,其 全 体 又 构成 一 个 新 的 紧 闭 不 变 集 
合 《M)》,。 如 此 继续 进行 ， 根 据 超 限 叙 列 的 Cantor-Baire 定理 可 
知 最 后 必定 会 遇 到 一 个 第 一 类 或 第 二 类 序数 o 使 其 有 
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我 们 称 (ME M PRR? 的 中 心 送 动 集合 9， 它 显 然 是 紧 
的 闭 不 变 集 。 a Eoo Hob BARRE OX IB M 一 (M) OM. 
CM). 的 简单 例子 ， 在 [10] 第 五 章 中 还 介绍 了 A.T.Maiiep 所 作 
出 的 ， 实 心 环 中 以 任 一 给 定 的 第 二 类 超 限 数 为 深度 的 中 心 之 例 . 

易 见 M 中 每 一 P+ 或 P- 稳定 轨 线 上 的 点 都 属于 每 一 《Mi， 
因而 它 也 属于 中 心 . 可 以 证 明 C10]. | 

定理 1。 在 紧 空 间 中 定义 的 动力 系统 的 中 心 运动 集合 是 全 部 
P 式 稳定 轨 线 所 成 集合 的 闭 包 . 

另 一 方面 , 在 $ 2 定义 10 中 我 们 曾 定义 了 动力 系统 的 极 小 集 
合 。 应 用 上 述 求 中 心 的 同样 办 法 ,不 难得 到 ( 见 [10] 第 五 章 57); 

定理 2. 度量 空间 M 中 的 动力 系统 的 每 一 闭 的 不 变 紧 集 都 
必 包 含 一 个 紧 极 小 集 Fs 

TUA Fs OM. 还 可 证 明 极 小 集合 有 如 下 的 特征 《 见 
[101): 

E33. 紧 极 小 集 的 所 有 轨 线 都 是 回复 运动 。 反 之 ， 如 果 回 
复 运动 位 于 完备 空间 中 , 则 其 闭 包 是 一 紧 极 小 集 . 

这 里 所 说 的 回复 运动 ,其 定义 如 下 : 

定义 1。 运动 ple, 0 称 为 是 回复 的 ,如 果 对 于 任 一 盖 0 
有 TE) > 0 存在 ,使 p, 1) 上 时 间 长 度 为 的 任 一 轨 线 弧 能 
够 接近 整 条 轨 线 准确 到 s。 痢 即 , 对 任何 固定 的 a 都 有 

plp, DCSCelp, [rs t +T]), €). 
EAGRENGURZSTER plp, Ue n t TI) 的 8 邻 域 。 

不 难看 出 ,加 复 运 动 必 为 P 式 稳定 ,但 其 逆 不 真 。 不 论 是 问 复 
运动 还 是 了 式 稳定 运动 ， 它 们 都 是 非 游 荡 运 动 。 三 者 的 包含 关系 
E WE 82, 

由 上 可 见 ，P 式 稳定 运动 之 于 中 心 集合 ， 恰 如 回复 运动 之 于 
极 小 集合 ,但 应 注意 : 

1. 若 极 小 集合 含 一 奇 点 (或 一 周期 轨 线 )， 则 它 只 能 是 这 个 青 

D 这 里 用 的 是 G, D. Birkhoff 原来 的 定义 . 坟 司 的 文献 中 还 有 另外 两 种 定义 ， 

由 此 而 得 的 中 心 运动 集合 不 一 定 和 这 里 的 一 样 3 详 博 见 (421, 
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点 (或 这 条 周期 轴线 )。 但 中 心 集合 内 却 可 以 既 含 奇 点 义 含 非 闭 的 
P 式 稳定 轨 线 ;或 既 含 奇 点 又 含 一 族 闭 轨 , 例 如 初等 奇 点 中 的 中 心 
和 其 外 的 全 体 闭 轨 构成 一 中 心 集合 , 

2. 对 于 曲面 上 的 动力 系统 ， 由 前 几 节 的 讨论 可 知 : 柱 面 、 
Möbius 带 、 射 影 平 面 和 Klein 瓶 上 都 没有 非 闭 的 P 式 稳定 运 
动 ， 所 以 要 研究 P 式 稳定 运动 与 回复 运动 ， 应 从 环 面 T R P, F 
始 , 亏 格 比 它们 小 的 可 定向 与 不 可 定向 曲面 可 以 不 考虑 。 

3. 由 于 极 小 集 具 有 “如 果 极 小 集 有 一 点 是 内 点 ， 则 它 的 每 一 
点 都 是 内 点 * 的 性 质 ([101 第 五 章 $ 7), 所 以 如 果 曲 面 M 上 的 动力 
系统 epos 存在 舍 有 内 点 的 极 小 集 , 则 此 集 在 M LERA, TR 
而 只 能 是 整个 曲面 ， 又 此 极 小 集中 不 能 含 奇 点 , 收 M 只 能 是 T". 
由 化 可 见 , 对 于 曲面 来 说 , 非 明 显 极 小 乐 必 为 曲面 上 无 处 稳 密 的 闭 
集 , 例 如 , 环 面 上 某 些 动力 系统 的 例外 极 小 集 。 

基于 上 述 这 些 硅 四， 本 节 将 主要 研究 曲面 上 P 式 稳定 运动 的 
性 质 ,中 心 集合 的 深度 和 极 小 集 的 深度 

首先 ,介绍 A. Mañep [43] 与 N. Markley [44] 关于 可 定向 与 
不 可 定向 紧 曲 面 上 独立 的 P 式 稳定 运动 闲 包 的 个 数 估计 定理 。 

定理 4， 在 亏 格 为 + 的 可 定向 紧 曲 面 M 的 两 条 (或 同一 条 ) 过 
界 上 的 某 确定 的 两 点 之 间 只 能 引 不 多 于 20 条 的 简单 弧 , 使 它们 彼 
此 不 相交 , 且 其 全 体 不 从 曲面 M 上 分 出 一 块 (拓扑 ) 平 面 区 域 , 

证 。 用 反 证 靶 .假设 这 种 绝 有 2a 十 1 RA n= 0, 则 M 为 
柱 而 ,或 拓扑 图 盘 。 定理 显然 成 立 。 故 可 设 #  {。 如 果 我 们 沼 着 
其 中 的 一 条 统制 此 曲面 ， 则 所 得 仍 是 一 个 连通 曲面 M". M RSS 
格 仍 为 x, 在 其 上 还 有 2 条 简单 弧 ， 它 位 都 连接 同一 边界 上 的 丙 
定点 。 现在 我 们 再 沿 这 些 弧 中 之 一 切 制 对"， 则 此 割 线 与 前 一 害 
线 一 起 可 视 为 M EB SER HE 7. 

如 果 :把 分 成 两 部 分 , 则 有 丙种 可 能 性 : 

1. 一 部 分 是 平面 区 域 , 这 时 证 明 已 告 完 成 。 

2. 得 到 两 个 曲面 So S, MEER ESERIDUR, HOSTE N29 
Sm, Aj m Fm «os. AI, Hs HE TELA PER. CU, S $ 1 定理 5), 


* 76 7 


GEM 上 将 可 作出 多 于 * 条 的 , 互 不 相交 的 单 闭 曲线 ， 其 全 体 不 把 
M 分 割 为 不 连通 集 , 这 是 和 对 的 号 格 为 二 要 矛盾 的 。 今 若 % 上 有 
2n, 9k (Ej SEU ,都 连接 同一 境界 线 上 的 两 定点 , 则 今后 可 对 8 进行 
Wie., TU, 设 94 上 有 少 于 2m RAAM, ME 5 上 将 有 不 少 于 
2s 一 2n, 之 2m 条 弧 ， 每 一 条 都 连接 同一 边界 上 的 两 点 。、 这 时 可 
以 把 此 边界 看 成 一 点 。 如 此 继续 做 下 去 ,最 后 必 可 得 一 平面 区 域 ， 
因为 #n 一 1 时 定理 的 结论 成 立 . 

AE 1 不 把 M 分 成 两 部 分 ， 则 可 继续 往 下 做 ， 在 此 过 程 中 ， 
或 是 在 某 一 步 时 得 到 前 面 的 结果 ;或 是 一 直 做 到 最 后 , 即 已 作出 m 
条 单 闭 曲线 几 痕 5 - 六， 而 曲面 仍 是 连通 的 。 这 时 所 得 的 
连通 曲面 的 亏 格 为 零 ， 但 其 上 尚 有 一 条 简单 弧 c 连接 它 的 两 个 边 
界 点 ;因此 C 必定 从 曲面 上 分 出 一 个 平面 区 域 .定理 证 毕 ， 

ZES. ikv. 是 亏 格 为 上 的 可 定向 紧 曲 面 M。 上 的 连续 流 
的 一 条 正 半 扫 , 它 有 不 属于 边界 且 异 于 奇 点 的 极限 点 ;同时 它 本 身 
又 属于 另 一 正 半 罗 的 极限 集 , 虽 v. 必 为 P+ 稳定 . 

证 。 不 妨 设 > 不 是 闭 轨 。 设 O 是 Yt 的 2 极限 集中 的 一 个 党 
点 ,又 内 是 趋向 r 的 另 一 正 半 轨 . 过 O EEO, 它 应 与 7。 
交 于 无 数 多 个 点 。 今 在 其 中 取出 收效 于 口 的 点 列 ES En e 
Ento. 我 们 只 须 证 明 : 如 果 定 理 对 双 。 不 成 立 , 则 或 是 导出 矛 
盾 , 或 是 由 此 可 导出 定理 对 某 一 亏 格 为 一 上 的 曲面 不 成 立 , 并 且 
当 # 二 1( 环 面 ) 时 也 可 导出 矛盾 . 

在 04 上 取 一 任意 小 的 弧 自 PO, 以 E, 为 其 内 点 . 如 果 不 论 
PQ 怎样 短 , 它 必定 还 包含 上 述 点 列 中 异 于 E: 的 点 , 则 y+ 显然 是 
P+ 稳定 的 ， 今 设 PO 上 除 E 之 外 没有 >y+ 的 其 它 点 了 。 由 于 
已 设 re 属于 的 极限 集 , 故 PO 上 应 有 7; 的 无 数 个 点 。 今 按 
增加 的 顺序 任 取 其 中 的 两 点 Do Da W7, 上 的 DD. 弧 与 PO 
上 的 线段 D,D: 构成 一 单 闭 曲线 K, EKDAM, 成 为 两 部 分 。 x 
中 一 部 分 是 平面 区 域 , 则 由 Jordan 曲线 定理 立刻 可 导出 矛盾 ， 这 
是 因为 04 DD 分 为 两 部 分 ,每 一 部 分 都 包含 7Y+ 的 点 ， 而 vu 
叉 不 可 能 与 尺 相 交 , 政 得 矛盾 ， 
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EKA M. 为 两 半 , 任 何 一 半 都 不 是 平面 区 域 , 则 7 自 DD; 之 
后 不 再 与 外 相交 ， 且 与 7+ 一 起 位 于 M, 的 某 一 半 M; N, M, 以 
KK 为 边界 ， 沿 下 割 切 M。， 得 到 亏 格 小 于 # 的 曲 而 M;。 于 是 问 
题 归结 为 对 亏 格 小 于 # 的 曲面 证 明 本 定理 ， 但 当 4 一 1 时 这 是 不 
可 能 的 ,因为 如 果 玉 把 环 面 分 成 两 块 , 其 中 必 有 一 块 是 平面 区 域 . 

其 次 ; 设 天 不 把 M。 分 成 两 块 , 则 可 能 出 现 两 种 情况 : 或 是 六 
从 某 一 时 刻 以 后 不 青 与 天 相遇 ,或 是 Y. 当 c 无 限 增加 时 与 天 相交 
无 数 次 、 若 出 现 第 一 种 情况 ， 则 沿 着 KK 将 M, 割 开 《 这 时 每 一 块 
的 二 烙 都 必 小 于 2). HUY. 与 的 最 后 交点 以 后 的 兴 轨 来 代替 
74， 我 们 重 又 归结 为 在 一 亏 格 小 于 *#* 的 曲面 上 来 证 明 本 定理 ， 因 
为 已 知 TS RSKR, BA n= 1 上 肝 , 若 KK 不 把 环 面 分 开 ， 则 得 
柱 面 , 亦 即 平面 环 域 , 其 中 不 存在 非 闭 P+ 稳定 轨道 ,矛盾 。 

车 出 现 第 二 种 情况 , 即 玉 不 分 开 Ma EY, 与 玉 相 交 无 数 次 . 
MEEA KAF M ,然后 在 被 割 开 的 曲面 上 仿 以 上 办 法 再 进行 讨 
论 ， 于 是 又 得 一 KK', 它 不 分 开 M, Er, 与 K 相交 无 数 次 ,我 们 
EEA K EFM. 如 此 进行 下 去 ， 出 定理 4 知 可 得 到 平面 区 
域 ,其 边界 为 G, 而 与 G 的 边界 不 相交 的 7Y+ 既 有 点 在 6G 内 部 ,又 有 
点 在 G 外 部 ,不 可 能 ， 

定理 6。 若 亏 格 为 + 的 可 定向 紧 曲 面 M,. 上 的 P+ 式 稳定 非 
HER r 的 四 极限 集中 有 P* REEERE r., DUE vs Ko 
限 集中 也 有 半 轨 TA. PC 式 稳定 非 闭 半 轨 也 有 同样 的 结论 。 

A. EY. 的 任 一 点 4 处 作 无 著 弧 眉 48， 其 上 应 有 7; 的 无 
数 个 点 。 由 于 此 骤 段 可 以 取得 任意 小 ， 故 只 须 证明 Y? 必 与 AB 
相交 即 可 ， Av. 按 + 增加 的 次 序 与 48 ZF B, Ba occ 
Ba e ET. 上任 取 一 点 0, 过 0 作 无 切 弧 0C， 基 上 应 有 r, 
的 无 数 个 点 ,因而 也 有 y+ 的 无 数 个 点 Cis C2 uoti 0. 
象 在 定理 5 的 证 明 中 一 样 , 取 y+ 上 与 AB 的 相 邻 交点 之 间 的 弧 眉 
Tnt (EF Bi 5 Byn 之 间 ) 所 成 的 叙 列 ,使 得 Ya+ 交 OC 于 
Ca 5 Can ZB, HARE OC, 相交; 又 当 pio roo 时 有 
i to, E 、 


* 79 * 


v. HUN 48, 与 无 切线 段 AB, WRAHA R. 它 不 可 能 把 
M。 分 成 两 部 分 ,因为 由 假设 ，7， 与 K 有 无 数 个 交点 ， SE T. 
不 与 AB 相交 , 则 沿 与 统 vs, 割 开 M, 时 我 们 将 不 会 遇 到 74. 然 
后 类 似 于 定理 5 的 证 明 方法 即 可 导出 矛盾 . 

定理 7。 在 亏 格 为 ”的 可 定向 紧 曲 面 上 的 连续 流 不 可 能 有 多 
于 7 条 的 P 式 稳定 非 闭 半 轨 ， 使 其 中 任 一 条 都 不 属于 其 它 一 条 的 
极限 集 , 并 且 这 个 数目 是 可 以 达到 的 。 

证 。 用 反 证 法 。 设 结论 不 对 ， 即 在 M。 上 有 不 少 于 * 士 1 条 
P 式 稳定 非 闭 半 轨 ,使 其 中 任 一 轨 线 都 不 属于 其 它 轨 线 的 极限 集 ， 
设 7+ 是 这 些 半 轨 中 之 一 , 4 是 y+ 上 的 任 一 点 ， 在 4 点 可 作 一 无 
WM AB, E v. 能 与 之 相交 ,而 其 它 » 条 了 式 稳定 半 轨 不 与 之 相 
Z, Rr 在 4 点 之 后 与 ABGETC. 研究 由 7; 上 的 AC 9n 
无 切线 段 AC 所 构成 的 闭 曲线 有 。 显然 , 它 不 能 包围 一 平面 区 域 ， 
否则 ?+ 将 既 有 极限 点 在 此 平面 区 域 中 ,也 有 极限 点 在 此 区 域 之 外 ， 
因而 既 要 进入 此 区 域 ,又 要 跑 出 此 区 域 ,这 是 不 可 能 的 ， 

ERK M, 为 两 部 分 M' 与 M, 但 都 不 是 平面 区 域 , 则 一 切 
FUR ; 增加 时 与 上 的 AC 相交 者 ,或 是 都 由 M' 进入 MT. 或 
是 反之 。 因 此 +: 从 C 开始 以 后 或 是 全 部 位 于 M; 中 ， 或 是 全 部 
位 于 M” 中 .由 于 已 设 其 它 * 条 P 式 稳定 半 轨 都 不 与 46 dads. uh 
见 间 题 已 化 为 对 亏 格 小 于 #* 的 曲面 来 证 明 本 定理 。 但 对 # 一 1 时 
这 情况 显然 是 不 可 能 的 。 

EKRIR M,， 则 沿 天 割 开 M. 我 们 得 到 有 边界 的 亏 格 为 
1 一 1 的 曲面 。 按 假设 ,在 其 上 存在 ”条 P 式 稳定 非 闭 半 轨 ,其 中 
任 一 条 不 属于 其 它 一 条 的 w 航 限 集 。 但 对 * = 1 的 情况 ,我 们 可 得 
平面 区 域 ,从 和 而 导出 矛盾 。 

由 上 述 论 证 ,一 方面 可 推出 # = 1 时 定理 的 正确 性 , 另 一 方面 
出 归纳 法 又 可 推出 定理 对 任何 正 整 数 ”都 是 正确 的 。 

关于 本 定理 后 半 部 的 证 明 可 由 下 一 定理 的 后 半 部 的 证 明 看 
出 。 、 

定理 & 亏 格 为 8 的 不 可 定向 紧 曲面 N, 上 的 连续 流 至 多 有 
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[ETH venit rst ob E AERE 
他 一 条 的 极限 集 ,并 且 这 个 数目 是 可 以 达到 的 mw. 

证 .不 妨 设 >L É Ne 有 边界 , 则 N, 可 视 为 河曲 面 天 
的 子 空 间 ,使 了 7 一 到 ,是 由 有 限 多 个 闭 贺 筑 所 构成 的 ， 由 于 N, 
的 每 一 条 边界 曲线 是 流 的 不 变 集 ( 当 N, 有 边界 时 的 补充 假设 ), 所 
以 总 可 把 N, 上 的 流 拓 广 到 这 些 回 盘 的 内 部 而 不 会 增加 新 的 、 独 
立 的 非 闭 P 式 稳定 轨 线 。 因此 不 妨 设 N, MEKA EPA ih 
Py, 

现在 假设 P, 上 的 某 一 连续 流 有 条 独立 的 非 闭 P REEN 
RRR MA mer e k> ETH, BAG m 1 


2.-,À) IX k ARLERRU HEIL ,4 Poe; ERIA niu 

S (Mp) 是 P, WOEN GB. Mpa NIS 
EC P. 上 的 过 续 流 9 在 p 之 下 映 成 Ms-! 上 的 连续 流 争 , 使 
.得 
pGGu) — eG)». 
YR {eis xa) = pC), DÀ Aa 记 经 过 xa 的 外 的 轨 线 
(EDE? ARRANA Hita, 由 > | 上 二 | 可 导出 
2k 2 g — |. WHER? 知道 必 有 某 一 :使 Anam 4a, 不妨 设 
ded, BU A = Ar 

设 5 是 在 点 xe 处 的 局 部 无 夸 弧 ,使 

S — p, M 2, 
今 取 ?为 使 Pens v)€ 5 PRENIE, XO e 为 满足 pf 
[0,71 的 最 大 的 非 负 实数 , t S 
Plens e)€ S 
RH. i IIMGRHISR lens Do. 01) URS LER (Ono 7) 与 
Pen a》 的 线段 所 构成 的 简单 弧 ， 因 为 | 
bp, 60) = pCDUxu, 60) = Ga» 7), 

所 以 1 一 pi 是 P, 中 的 单 边 单 闭 曲 线 。 


H S EHE YE x RBS AE UJUE , E 

S -34,58Ss014j = p, jR 
则 存在 正 实数 a Lm or] 

pLazs g)€$, qi, TD)E 5, 
MI en. Dor) 58 S EEK phn 0053 phor — 
EHR P, 上 一 条 双边 单 闭 曲 线 , 记 之 为 上 . 由 于 glx) 是 非 闭 
P 式 稳定 ,帮工 不 能 把 Ps DRA. 我 们 可 以 改变 Ps 上 的 流 ,使 
工 上 的 点 全 部 成 为 奇 点 , 而 一 切 与 三 元 公共 点 的 轨 线 则 保持 不 变 , 
现在 沿 着 工 割 上 并 Pa 则 得 -- 新 的 曲面 Zz， 其 上 的 流 至 少 有 一 1 
条 独立 的 P 式 稳 定 轨 线 . 由 于 LNN? 一 $%$， 知 道 Z 是 不 可 定向 
Ha, (BE ZBJSfE.. WA 

XLP) — 2— g — XCZ) —2 — (2 - 8), 

大 g-—z:—2, 从 而 


[2] - [24]: 


这 样 就 把 问题 归结 为 对 亏 格 g” 的 流 形 Z 来 证 明 本 定理 。 由 
于 gg 一 8 一 2， 政 8 与 g 有 相同 的 奇偶 性 。 作 为 归纳 法 的 起 点 ， 
我 们 应 证 明定 理 对 g 一 1 及 & 一 2 成立 ,但 已 知 定理 对 Möbius 
带 ,射影 平面 和 Klein 瓶 都 成 立 , 故 定理 的 前 半 部 分 得 证 。 

为 了 证 明定 理 的 后 半 部 ， 可 以 从 环 面 上 有 无 处 稠密 三 式 稳定 
JAHA ( 设 其 闭 包 为 3) 的 连续 流 开始 .。 改变 这 一 流动 ， 使 在 
TZ 上 有 两 个 闭 贺 盘 充满 奇 点 ,然后 殷 这 两 圆 盘 的 内 部 切 去 . 
用 # 个 这 种 动力 系统 的 样本 接 在 一 起 ， 即 得 一 亏 格 为 # 的 可 定向 
曲面 ， 它 具有 两 个 边界 辑 、 然 后 以 充满 奇 点 的 横 截 帽 接 到 一 个 或 
两 个 边界 风 上 去 ， 我 们 得 到 一 亏 榈 为 2 十 1 或 2s 十 2 的 不 可 定 
向 曲面 。 最 后 注意 

28 小 1 一 开 2n 十 2 一 1 
民 ne E E 
即 知 定理 的 而 半 部 正确 ， 
注意 ， 对 于 流 珍 上 的 非 明 显 极 小 案 , 145] EH 538 26 € 的 流 
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形 上 至 多 有 2g 一 1 个 不 明显 的 极 小 集 。 但 实际 上 用 此 法 可 证 极 
小 集 最 多 只 有 8 个。 当然, 这 一 结果 也 可 以 由 定理 7 和 8 推出 . 

下 和 曾 研 究 中 心 运动 与 极 小 集 的 深度 问题 。 前 已 提 及 ， 当 流 形 
的 维 数 3 时 ,中 心 运 动 的 深度 可 以 是 任意 给 定 的 第 二 类 超 限 数 . 
但 对 昌 下 来 说 ,情况 要 简单 得 多 。A. J. Schwartz 与 E. S. Tho- 
mest 证 明 在 可 定向 曲面 上 中 心 运 动 的 深度 «c2, EAREN 
其 上 动力 系统 的 极 小 集合 的 深度 <3. 现在 来 介绍 他 们 的 结果 。 

PXL WMA TERRE. MAEA 
曲线 C，M 一 C 总 是 不 连通 的 , 则 称 M 是 ! 型 的 。 用 归纳 法 ,车 
对 M POBSE—3ESE4G HR In BRER C, M 一 C 至 多 是 “型 的 ， 则 称 
M 是 # 十 1 型 的 , 

与 此 等 价 的 是 下 面 的 

XX3. WEM nd-1 (m1) 型 的 二 维 可 定向 连通 流 形 
当 且 仅 当 对 寺 M 内 部 任何 n+l 条 互 不 相交 的 单 闭 曲线 C 


Cis itis Can 集合 M 一 U Ci 是 不 连 遂 的 ;并 且 在 M 内 部 存 


在 # 杂 互 不 相安 的 单 肝 曲线 Ci;C;,*…，C', 使 M 一 U C; 是 连 
通 的 。 

注意 : 在 上 二 定义 中 M 可 能 无 界 , 也 可 能 有 和 异 , 但 不 是 紧 的 . 
: 显 见 Se T. 是 1 型 的 ， T,-T 是 2 型 的 .一 般 T, 是 k+! 
-型 的 。 

881. 设 M 是 和 型 的 二 维 可 定向 连通 流 形 、 则 必 存 在 M 
到 Ti 一 土 的 同 蚂 ;其 中 是 某 一 闭 的 全 不 连通 集 ， 

这 个 引 理 的 证 明 需 要 用 到 L. Zippin'*! 的 定理 ; 

一 个 1 泄 可 定向 连通 二 维 流 形 必定 间 胚 于 一 F, HRF 
是 一 全 不 连通 集 。 

由 于 此 定理 的 证 明太 由 难 , 故 从 略 。 直 观 地 说 , 1 Wa ERE 
MARERE S 控 去 许多 〈 可 能 是 盛 数 个 ) 闭 圆 盘 而 得 到 的 
不 带 边 球面 。Zippin 的 文中 称 之 为 cylinder tree, 今 设想 把 每 


vm 


Aei — 4 ,AIRL BS IRL ZAR REA EEUU ARREA S? — FI. 
引 理 的 证 明 ， 由 Zippin xETtABSIBESOR — 1 时 成 立 ， 今 
设 M 是 型 的 , 则 由 定义 3 知道 存在 《一 1 条 互 不 相交 的 单 闭 曲 


£ Cu: Cia 位 于 M AR, E M— U C; 是 一 连通 集 , 因 


M 为 可 定向 , 故 每 一 C; 在 M 中 总 存在 一 pod 4» 它们 都 同 胚 
于 环 域 , 且 可 使 各 4, 互 不 相遇 。 于 是 
N = MC— U d; 


是 1RR KAARET S — FF 为 全 不 连通 集 . 今 设 di, e 是 
五 ”中 的 两 点 ,它们 各 对 应 于 4, 的 一 条 单 闵 曲 绥 边 界 。 记 
F = F' — (di,ei|i = 1,2,---k — 1j. 
Xi& D, 5 E, E 5! vh 438] G1 x di 与 e; HAR, 它们 不 含 F 的 其 
CA. MN ARTF 
$ — [(DUEDU -UDU Er)] — F, 


t-i 
从 而 M AEFN + (U A — Tia 一 F, ER, 


引 理 2. 设 T 是 一 连续 统 ( 紧 连 通 集 ), 它 包含 在 T,vk, WR 
是 位 于 一 开 贺 盘 之 内 ,或 是 Ti 一 了 的 每 一 个 连通 分 支 的 型 号 
<k. 

证 ， 当 大 一 0 时 引 理 显然 成 立 。 今 设 天 1， 而 Ti 一 的 
某 一 连通 支 Z 的 型 号 之 十 1. 则 在 Z 中 存在 所 条 互 不 相交 的 单 闭 


dii £x Cis Castets Crs 使 一 U C; 仍 为 连通 集 。 于 是 T, s 


R à 

U c 是 连通 的 ,型 号 为 1、 故 由 引 理 1 知 存在 Ti U C. 到 
— F 上 的 同 胚 六， 其 中 下 为 全 不 连通 集 , 它 位 于 5 一 ACD) 的 

某 一 连通 分 支 中 .因此 存在 S 中 的 一 个 闭 圆 盘 DD 使 FEDES 一 

AT) TE $—D-U EHAA UA KIT) Ai U) 
1) 等 式 左边 的 和 集 表示 给 和 N 装 上 一 1 个 柄 。 
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是 Ti 中 一 个 包含 T 的 开 刚 淮 , 引 理 证 毕 . 

31383. 设 T 是 Ti 中 的 一 个 连续 统 , 形 是 Ti 一 了 的 一 个 连 
通 分 支 。 则 六 有 月 限 多 个 边界 分 支 。 若 把 证 的 每 一 边界 分 支 都 
缩 为 一 点 , 则 所 得 的 集合 驱 辣 腑 于 Tanl <k. 

证 。 由 假设 知 葬 的 型 号 车 为 m. 则 mk. B3 1 知 
存在 W 到 Tm- 一 于 的 一 个 同 胚 #， 其 中 下 为 全 不 连通 。 F 
中 的 上 成 * 如 果 与 WW 的 边界 分 支 C 相 对应, 则 对 多 中 收敛 于 一 边界 
点 v€ C BAUM (wijs VE 认 wi) 悦 s。 今 设 F 至 少 有 在 十 2 
DAER) 中 选取 k + 1 条 互 不 相交 的 单 闭 曲线 Cis C1，*……， 


Cie 使 209) U €; 的 每 一 连通 支 都 包含 的 一 点 ， 那 么 
kl 
W 一 UKCD 的 每 一 连通 支 的 闭 包 中 必 会 ow 的 一 点 。 于 是 


FI 


[w — U xe) ] ur 


是 连通 集 , 从 而 T, 一 U (C) 为 连通 集 ， 这 是 不 可 能 的 。 所 


以 召 最 多 只 含 k+! 个 点 , 即 OW BZA k+l 个 连通 支 . 

引 理 的 后 半 部 可 由 引 理 工 及 以 上 论述 立 旭 推 得 。 

注意 : 由 此 引 理 可 知 Ti T! 上 的 例外 极 小 集 T 的 余 集 的 
每 一 连通 支 最 多 只 有 两 条 边界 , 故 必 同 耳 于 圆 环 . 

381328 4. 设 T 是 二 维 可 定向 济 形 义 中 的 连续 统 ， 它 与 一 闭 弧 
5 交 于 一 全 不 连通 集 ， 玉 Rx 一 了 的 一 个 连通 支 , TE STH 
一 切 位 于 WV 中 的 连通 支 所 成 之 集合 。 若 T= {Si 一 Z} 为 一 无 
限 集 , 则 对 几乎 所 有 的 i FERAE WOW, ÈW: DARES 
在 SUT h, 

证 , 仍 用 前 一 引 尘 中 的 记号 ， 设 珍 在 之 下 的 象 为 Ti。 议 
aR W onto 形 的 映 象 , 则 现 的 边界 分 支 Ku, es, Ks 经 hq TR 
到 一 有 限 集 F 一 {ko kh AUE T p s DEREZ, H 
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KOAA k HARRER BA U) 是 sÙ T 


中 的 邻 域 ,使 几乎 所 有 的 S; 都 位 于 班 邻 域 中 。 对 每 一 d, h * glS) 
X U rhi— Bil oop). WEBE- AAR Vi. E W 4 (8 (7222, 
即 得 和 中 一 开 贺 盘 , 它 的 边界 位 于 SUT h, 

定义 4. 

DR Aln) 表示 命题 : 

车 M 一 了 。( 弄 号 为 # 十 1)， 则 M 上任 一 动力 系统 的 中 心 
的 深度 <2, 

2) 用 8(n) 表示 命题 : 

若是 可 定向 连通 无 边界 二 维 流 形 , 其 型 号 为 #, 则 X 上任 一 
动力 系统 的 中 心 的 深度 « 2, l 

我 们 将 按 下 列 顺序 来 证 明 4(8) 与 B) 对 一 切 = 成 立 。 

Aln) => Bln + 1) ^ ACn 4-1) > Ban 0-2) =>- 

1. 40) 的 证 明 ， 

. X pg(p, D 是 呈 上 一 动力 系统 ,我 们 要 证 明 
($5, = FUP 

就 是 中 心 运动 ， 其 中 是 奇 点 集合 ,，P 是 闭 轨 集合 的 闭 包 ， 今 设 
zE (57, 中 一 点 ,如 果 * 是 奇 点 , 则 x € (0, XI—9)az 2, IK 
* 是 中 心 运动 中 的 点 。 这 就 证 明了 奇 点 集合 下 属于 中 心 运 动 ， 

Kit r 是 常 点 , 则 可 作 一 包含 r 的 任意 小 的 流 盒 UU。 由 定义 ， 
其 中 必 含 CGU. 中 的 点 7 CURE y= x), 使 o(y, r) 25 : 增加 时 
能 离开 了 ,并且 后 来 重 又 回 到 十 中 来 。 如 果 plr, 1) 不 是 闭 轨 , 则 
容易 由 Jordan 曲线 定理 导出 矛盾 。 故 p(y, 1) 必定 是 闭 罗 ,从 而 
ze 五 。 反 之 , 易 见 Pt (8)。 对 一 切 a 2。 证 毕 。 

现在 假设 AC. BOO 对 k= 0, L, o 2— 1 都 已 得 到 
证 明 。 我 们 要 证 

ACn) => B(n-- 1) DAE. B(n 7 0) 9 (n 4 1). 
H. A(n) > B(s + DDESUERR, 
设 X 满 足 B(s +1) 中 的 条 件 。 ESPELI X F Y= 
c + 


OO 


了 ,一 上 的 一 个 同 胚 8， 设 om e (0, D 是 X 上 一 动力 系统 ， 于 
是 h = gg 是 Y 上 一 动力 系统 , 它 可 以 容易 地 被 拓 广 到 了 。 上 
去 ,使 F 上 每 一 点 都 成 为 奇 点 ， 因 A) RA i (T.h 即 为 中 
心 运动 ,从 而 (X) 也 是 中 心 送 动 , 故 BCs 十 1) 成 立 。 

II. B(s) > A(n) 的 证 明 。 

RE X — T. 上 有 一 动力 系统 qu, 我们 要 证 明 (Xo (X). 
首先 注意 : 若 在 在 一 非 闭 Pt 或 PF 稳定 轨 线 Y,， 则 证 明 已 告 完 
Hk. Bm? Tx 上 一 锅 盘 内 , 则 Y 应 是 闭 轨 ， 与 假设 不 合 . 
故 不 妨 设 ? 了 不 能 包含 在 一 轩 盘 内 .以 叹 记 XX 一 ?的 连通 分 支 的 
集合 , 加 中 每 一 元 素 W 是 一 无 边界 的 可 定向 二 维 流 形 , 由 引 理 2， 
W 的 型 号 <a RREA 
WERE, p: 限制 在 多 上 时 有 
(QW) — (V). 是 中 心 运动 。 
X 了 本 身 位 于 〈X) 中 , 且 
也 在 中 心 运动 由 。 因 此 ， 
(X) — YTU(OV IW € ci 
是 的 中 心 。 i 

AFX ih it PtGSP 
稳定 运动 都 是 周期 运动 。 现 
ER (X) 99 CX), 我 们 
要 导出 矛盾 。 

Aj 6.1 : 设 点 *E《X): 一 QD. 

设 5 是 p 的 经 过 zx ARR 

截 弧 , 以 x 为 其 内 点 。{yi} 是 《X), — (Xh 中 一 系列 的 轨 线 与 $ 

的 交点 ,这 些 轨 线 都 与 $ 簿 相交 而 构成 带路 , 且 收 化 于 x。 Mo 
过 了 略 可 用 图 6.1 来 表示 。 

现在 定义 一 个 与 On) 有 关 的 连续 统 T。 

a) 设 有 无 数 多 个 y 位 于 同一 轨道 YO) E 这 时 显 见 应 有 
ye (X). — (Xh, E x BRF AGO 或 00). x 不 能 属于 TO), 
因为 rE QOuifi ECX) K rE OO), BEREX T = 


* $6 o» 


Oy). 

b) 设 只 有 有 限 个 y; 位 于 同一 条 轨道 上 。 这 时 可 以 从 {yi} 中 
取 一 子 序列 ; 仍 记 为 {y;}， 使 得 当 i 7 时 y, B 图 不 属于 同一 
SUAE B E X 


T = limsupr(y;) f U KSDI 

在 两 种 情况 ，T 都 是 一 个 包含 Y(*) 的 不 变 连 续 统 。 今 证 序 
列 (y 可 如 此 网 取 ,使 一 功 yer, 

XX 5. 若是 [vj] 的 任 一 子 序 列 , 以 TCo) 记 由 所 定义 
的 连续 统 , 答 如 工 册 {y} 所 定义 那样 - 

先 证 必 存 在 oo (yi) 的 一 个 子 序 列 o, 使 5 的 每 一 点 都 不 
属于 re). 

如 果 To = aO), M c, 的 每 一 点 都 不 属于 o) 已 得 
证 明 。 因 为 若 有 某 一 yjET, 则 ye 060, 从 而 TO) 是 P+ 稳 
定 的 , 政 T GOD 必 为 周期 轨 线 ,从 而 xe COS, SRTA. 

次 设 一 切 YO 互 不 相同 ( 即 b))， 并 且 有 无 数 多 个 y; 属于 
T(go)， 为 方便 计 ， 不 妨 设 所 有 的 y; 都 属于 TC: 否则 ， 总 可 
在 {y} 中 取 一 子 序列 使 其 具有 这 一 性 质 . 

经 过 yx 必 存 在 一 横 截 线 8 以 及 ao 的 一 个 于 序列 ay, 
得 经 过 cy) 的 每 一 点 的 软 线 都 不 与 8 相遇 。 因 若 不 然 , 则 对 每 
一 横 截 线 9, 几乎 所 有 的 轨 线 YO) 都 要 和 8 相交 。 国 定 这 样 一 
条 经 过 y, HERR 5， 并 取 一 yp 使 YCyt) 与 5 相交 。 设 
5 是 5 的 一 段 , 使 rO M yx 到 5 895—BHILAR 55 S SR, F 
是 ,对 一 切 与 y 相当 接近 的 yi, Tyd 应 和 5 一 8 相交 。 但 另 
一 方面 ,由 于 加 ET, 故 几乎 所 有 的 vOD NS Hi. 因此 必 有 
Jk— YO) 要 和 5 相交 两 次 (图 62)。 但 若 经 过 y, 的 每 一 横 截 线 
者 必 与 某 一 v(y) 相交 两 次 ， 则 yi€ (XX);， 这 是 一 个 矛盾 。 因 
此 ， 必 定 存在 经 过 y, -RERE Ss 以 及 (vb 的 一 个 子 序 列 
c(yD， 具 有 前 面 所 说 的 性 质 ， 
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现在 定义 m BR PODES ATF: 
ou ETE y,， 其 余 各 项 由 Qu AR. AE, o 的 第 一 
MREFA) $45.89 
到 a 一 样 , 可 以 再 得 到 子 序 
Fj ca 它 的 前 两 项 就 是 wm 的 
第 一 、 二 项 , 且 痢 不 属于 
" si I(o;. 一般 来 说 , oi 的 前 i 


项 与 Gi 的 相同 ,但 它们 不 


yl) 属于 Tr). 
0n) 现在 由 (e; 取 其 对 fü 
线 元 素 , 记 所 得 的 序列 为 e, 
则 的 每 一 项 都 不 属于 
Tle). 为 简便 计 ， 就 假设 序 
列 {y;} 具有 这 一 性 质 ， 
bcr 下 面 要 证 明 至 关 重 要 的 
6.2 一 步 
BRTN s 是 一 有 限 集 , 

用 反 证 法 ,假设 了 s HERE AET = 90) 的 情况 .这 
HET À s 应 为 全 不 连通 集 。 设 厂 是 X 一 了 的 包含 TO) 的 连通 
X. TUW 应 包含 $ 一 了 的 无 数 个 连通 支 ,因为 rO) 与 5 一 fr 
无 数 次 相交 。 由 引 理 4 知 存在 一 开 贺 盘 斑 以 及 5 一 了 的 一 个 分 
x $4, WEW 的 边界 位 于 SUT 中 ， 且 rO) Fy 5 而 进入 到 
tH. HF OS. 是 流 的 横 截 线 , 故 仿 A 的 证 明 可 知 yeCX),, P 
JB. 

其 次 , 设 了 一 lim supr(y?), 设 下 是 和 一 了 的 连 道 支 中 包含 
RE rO) 者 所 成 的 集合 ， 注 意 : 这 里 我 们 用 到 了 一 切 yer 的 
性 质 。 如 果 5 含有 瑟 一 了 的 无 限 个 连通 支 , 则 其 中 至 多 有 * 十 1 
个 不 是 工 型 的 。 否 则 、 我 们 将 可 在 和 中 找到 # 十 2 条 互 不 相交 的 
单 闭 曲线 ,它们 一 起 不 把 X 分 开 为 不 连通 集 。 因 些 ， 有 无 数 多 个 ， 


命题 ， 如 果 5 是 流 的 模 


从 而 至 少 有 一 个 开 不 变 圆 盘 W, XÍigeXx—vr(yo. MWE, SAW 
是 一 些 分 割 RRI m Y(yi》 穿 过 其 中 之 一 。 由 此 知道 
EW), Mfg yE FA. 

以 上 的 论证 说 明 W 只 食 有 限 个 X 一 了 的 连通 支 。 SAIE 
STÉ BARR TO) 的 点 的 连通 支 所 成 的 集合 。 由 于 假 
设 T 站 5 为 无 限 集 , 故 祁 亦 为 无 限 集 ; 从 而 必 有 某 一 Wew, us 
含有 入 的 无 限 多 个 元 素 . 由 引 理 4 A48 — IW" FW p, 
它 的 边界 包含 在 TUS ，38 是 了 的 一 元 素 。 但 某 一 位 于 琵 中 的 
rO) 将 与 8 相交 ,因而 不 能 在 《X) P, 这 一 矛 慎 证 明 T 站 sS 
必 为 有 限 集 ， 

由 于 了 与 任 一 横 截 线 只 能 相交 有 限 次 ， 故 了 中 每 一 轨 线 在 了 
RERA. FEEN: 了 有 一 贫 域 ,或 者 是 一 贺 盘 ,或 者 是 一 
环 域 ,其 内 外 境 现 线 被 所 分 开 . 

首先 注意 了 一 v) 有 一 个 或 两 个 连通 支 , 因为 每 一 连通 支 


， 必 须 与 4(x) R OO) 之 一 相遇 ， 而 4《x) 及 8lx) 都 整个 属 


于 T。 今 设 六 是 工 一 7(*) 的 一 个 连通 支 , 而 天 不 位 于 一 圆 盘 之 
肉 。 把 引 理 2 和 扫 纳 假设 应 用 于 X — K 的 包含 v GO 的 连通 支 
W, Bü" ub Ov) -— (QW), Mii xe (X);， 矛 盾 。 这 样 ，T 一 
Y(x) 的 每 一 连通 支 都 应 位 于 一 贺 盘 中 ， 

现在 假设 了 一 r(x) 只 有 一 个 连通 支 KK。 设 U 是 包含 K 而 不 
包含 整 条 轨 线 T) WHAE. dEU 一 kK 的 所 有 那些 连通 支 ， 它 
们 在 如 中 的 闭 包 是 紧密 的 ,与 加 到 一 起 ， 所 得 的 连续 统 记 为 R. 
M REX 的 一 个 不 变 子 连 续 统 ， 但 不 包含 T), È KEU dd 
开 , 因 此 也 不 将 X 分 开 ， 若 把 屁 收 缩 为 一 点 ， 则 所 得 的 流 形 仍 与 
XAR. XH rHS T 是 一 单 闭 曲 线 。 设 了 是 一 环 域 , 它 的 两 条 
让 界 被 P 分 开 。 那么 了 的 原型 就 是 X 中 一 个 环 域 V*， 它 的 两 条 
边界 被 r BAT, 

今 设 工 是 经 过 * 而 位 于 V* 中 的 局 部 横 截 线 。 由 于 TY* RET 
的 一 个 邻 域 ,几乎 所 有 的 轨 线 v (y) 整个 位 于 V* 中 。 这 些 轨 线 
中 之 一 应 与 了 相交 黄 次 ， 类 似 于 对 4(0) 的 论证 可 知 任 一 这 种 轨 
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线 必 为 周期 轨 线 ,与 yeO0. FE. 

当 了 一 >(x*) 有 两 个 连通 支 时 , 仿 前 可 证 了 T 有 一 贺 盘 状 邻 域 ， 
从 而 某 一 Ty) 应 是 周期 的 ,与 EX 矛盾 。 

这 祥 ,在 任何 情况 下 ， 我 们 都 导出 了 了 矛盾。 于 是 必 有 〈X);== 
(X. BB: 

定理 9。 可 定向 闭 曲 面 上 的 连续 流 的 中 心 运 动 的 深度 专 2 
(BD ACn) 对 任何 # 成 立 )， 

推广 此 结果 ,可 得 : 

定理 10， 连通 可 定向 二 维 流 形 ， 如 果 型 号 为 有 限 ， 则 其 上 任 
一 过 续 流 的 中 心 的 深度 <2, 

AE. XP OX 一 g, WA A4(n)- B(n- 1)， 由 定理 9 即 知 
本 定理 成 立 。 今 设 OX 9 如， 以 喝 记 XX 的 边界 分 支 的 集合 。 $ 
中 每 一 元 素 天 是 一 开 弧 或 -- 单 闭 曲线 。 在 前 一 情况 记 

U(K) = ((x, y) € RIA y! 1,0 y), 
其 边界 是 y 一 0, 一 1 过 x 之 1， 在 后 一 情况 记 
UCK) = {(x,y, DE R| EY =1, 0xz«lp, 
其 边界 是 z 一 0, f+ y =l. 

XE ACK) 是 一 映 天 到 OU(K) ERER. UR X dpi X 通 过 
h(K》 给 粘 上 U(K) 而 得 到 的 流 形 。 则 党 与 X 有 相同 的 型 号 , 可 
定向 , 且 oX- ge. 

设 在 和 上 已 经 给 定 一 动力 系统 。 我 们 可 以 把 它 拓 广 到 入 ， 使 
得 任 一 UCK) 的 内 点 都 是 流 的 游荡 点 ， 因 6 一 ø, X 上 的 拓 
广 流 的 中 心 运动 的 深度 «2, 从 而 X 上 的 流 亦 然 。 

注意 : 在 [46] 中 举 出 例子 说 明 Mobius 带 上 存在 深度 —3 的 
中 心 运动 集 台 。 由 此 可 见 在 定理 9 和 10 中 “可 定向 "的 条 御 不 能 
ERA. 

定理 11。 设 X 是 型 号 为 有 限 的 连通 可 定向 二 维 流 形 ,x*é 
QO, IB. YCx) 不 为 P+ s P^ 稳定 , 则 4(x) 与 Q() 只 含 奇 点 。 

证 。 由 定理 10 的 证 明 方 法 知 可 设 6X 二 g. Xa 型 的 ， 
则 开 任 一 xe (X), HUE; d 8(x) m 4Cx) 中 含有 常 点 , 则 
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7Y(x) 必 为 周期 轨 线 。 今 设 定理 对 型 号 <n 的 流 形 已 得 证 明 , 又 设 
和 有 型 号 ntl Y re Xh, Y GO 不 是 P+ 或 P" 稳定 ， ni 
ET =x). 与 定理 9 的 证 明 方法 类 似 , 可 证 T 中 每 一 正常 雪线 
都 是 TT 中 的 相对 开 集 。 如 果 工 包含 一 正常 轨 线 ， 则 它 必 有 一 圆 盘 
型 或 环 状 邻 域 。 由 通常 的 定性 方法 即 下 导出 矛盾 。 

此 定理 对 不 可 定向 二 维 流 形 也 是 成 立 的 , 见 [49]， 在 该 文献 
中 也 证 明了 本 节 引 理 4 对 不 可 定向 流 形成 立 , IER BAR, 

引 理 5， 设 M AAHH, 9 是 M 上 的 连续 流 。 如 果 gp. 1) 
是 非 回复 的 p+ 稳定 非 闭 半 轨 , 则 O, 内 必 含 奇 点 。 

引 理 6。 假设 ?是 闭 曲 面 EB. ven 是 一 条 渐 


MHAR. 如 果 0， 中 不 含 奇 点 ， 且 全 部 由 回复 非 闭 轨 线 组 成 ， 则 ' 


Q, 是 极 小 集 . 


利用 定理 11 以 及 引 理 4, 5, 6, REFE [50] 中 证 明了 下 一 


有 趣 的 定理 : 
定理 12 对 于 异 于 环 面 的 闭 曲 面 M 上 定义 的 连续 流 p， 任 


何 正 半 轨 eC, 1+) 的 2。 倘若 不 包含 冰点 , 则 9, 必定 在 M 上 无 


处 稠密 ， 
证 上 明 从 覆 , 请 参看 作者 原文 


下 面 再 介绍 [47] 中 关于 二 维 可 定向 流 彩 上 的 极 小 集 的 深度 


的 定理 ， 

定义 6 设 E 是 二 维 流 形 M 上 的 一 个 集合 。 若 从 M 可 制 出 
一 个 包含 E 的 ? 型 子 流 形 Mo E M1 不 再 存在 包含 的 任何 型 号 
小 于 工 的 子 流 形 , 则 称 也 是 属于 ! 汇流 形 的 子 集 ， 

3|2 7. k MÆ 一 x( 之 2) 型 的 可 定向 连通 二 维 流 形 ，E 


是 M 内 属于 IC 之 1) 型 流 形 的 连通 闭 集 , 则 M 一 EE 是 若干 个 至 多 


为 z 一 1 十 1 型 的 二 维 流 形 的 和 人 虞 , 
证 . 设 对 是 对 一 王 的 某 一 连通 分 支 ， 它 的 型 号 m >n 
SER 由 定义 3 知道 存在 互 不 相交 的 泌 遇 线 Cis Cu. Cu 


使 M' 一 U Ci; 是 一 连通 集 . 其 次 由 EE 的 定义 知道 存在 包含 E 的 ， 


Nb 


—— 0 


M 的 1 型 子 流 形 N, R N 内 必 存 在 互 不 相交 的 闭 曲 线 C 
C, Cra, 使 NN 一 U C; 是 一 连通 集 ， 可 以 取 N 与 E ER 


im, 使 Ci 与 Ci 也 不 相交 ， 于 是 村 上 存在 mw 一 1 十 (一 1)= 
pm 十 1 一 2 之 (x 一 1 十 1) 十 i 一 2 一 # 一 1 条 互 不 相交 的 闭 曲 
线 ,使 M 一 UCi 一 UCi 仍 为 连通 集 ,不 可 能 . 

定义 7， 设 在 二 维 流 形 M 上 定义 有 动力 系统 plp). ÆR 
M 上 两 条 雪线 T n 有 TOOL. UA 71 守 7;。 特 别 地 ， 若 
7T, — 7n WIBA vv. 又 车 TRO, WEA Til Y 如 果 
对 某 一 轨 线 集合 中 的 任 二 轨 线 都 可 按 上 述 意 义 定义 其 次 序 ， 则 称 
此 集合 为 一 轨 链 。 

下 耐 证明 二 维 可 定向 流 形 上 一 轨 链 的 一 些 狂 质 . 

518. 1 型 可 定向 流 形 上 若 存 在 轨 链 7 > n> T, 则 7; 
UITA. 

证 ， 由 Zippin 的 定理 知道 Yiy*yz, T. 都 不 是 非 闭 的 已 式 稳定 
$1 ,X 7, 与 v, 不 可 能 是 闭 轨 和 青 点 ， 故 必 尼 为 渐 近 轨 线 "。 车 
7; 不 基 奇 点 可 在 其 上 一 常 点 处 引 局 部 无 切 弧 , 它 和 7; 的 茶 一 弧 
段 构成 一 单 闭 曲 线 C. C 把 流 形 分 开 为 内 部 和 外 部 ， mers H 
线 定理 易 见 不 可 能 有 7 >n PE. 

BIEI Ë n> 7;， 且 7 为 非 闭 的 P 式 稳定 轨 线 , 则 7 不 
可 能 是 闭 轨 ， 

证 明 容 易 , 从 栈 。 

38910. 设 在 二 维 可 定向 流 形 M 上 的 轨 链 中 有 nl 
T, 71 与 n 是 渐 近 轨 线 , 则 Y, 不 是 闭 轨 。 

这 由 定理 11 立刻 可 推出 。 

引 理 11。 RERE Y, 07v, H,” 是 非 闭 了 式 稳定 轨 
线 , 则 v, 与 v, 不 可 能 都 是 渐 近 轨 线 , T. 也 不 能 是 闭 轨 或 非 闭 P 式 
稳定 的 ， 


.DHBD rno(r)ernae(r)- g, 但 UEA. 


325 "rm = : TX 


i 证 ， 不 妨 设 流 形 M ERRI vic» 7;，， 则 7, 有 下 向 极限 千 
' ,73。 设 01 是 属于 WHEA, GC) 是 它 的 小 邻 域 。 出 引 
理 7 知道 GC) 一 8; 是 1 型 的 。 渐 近 轨 线 v, 从 某 一 点 起 将 进 
人 GQ) 一 9, 的 某 一 连通 支 W UI PRIME. HIERHER TY. 
是 渐 近 轨 线 ， 闭 轨 ， 或 非 闭 P 式 稳定 轨 线 ， 则 CAES. 利用 
7, 上 的 一 点 a POM AB 以 及 v1 ERIE AB 作成 的 质 曲 线 
KEW 分 成 两 个 区 域 D 与 D;。 但 这 样 一 来 , 进入 D; (或 D) 
后 就 不 能 出 来 了 ,因而 不 可 能 是 P 式 稳定 ,矛盾 . 
引 理 12。 设 在 二 维 流 形 M LE 7> 71， 且 71 是 非 闭 的 P 
RAER W r: 一 定 不 是 非 闭 的 了 式 稳定 轨 线 . 
证 ， 由 定理 6 AUÉ v. 为 非 闭 的 已 式 稳定 轨 线 ， 则 也 有 v 
Ti, Mif 7Y; 二 71,， 与 假设 祖 矛 盾 ， 
引 理 13， 设 在 二 维 流 形 M 上 有 和 轨 链 
N> N> 7 > y 
则 7, 必 为 奇 点 。 
证 ， 先 设 M 为 紧 的 。 如 果 ov. 不 是 奇 点 , 则 必 有 下 列 情 况 之 


1) 74 为 闭 轨 ,但 由 引 理 9, 10, 11 知 不 可 能 。 

2) Y, 为 非 闲 了 式 稳定 轨 线 , 则 由 引 理 12 及 113 AD mi, Tis Y; 
都 不 是 P 式 稳定 轨 线 , 即 它们 都 是 渐 近 轨 线 。 但 由 定理 11 知道 这 
是 不 可 能 的 。 

3) T, 为 渐 近 辆 线 。 这 时 又 可 分 为 : 

a) Ti, Yi, 2 为 渐 近 轨 线 , 与 定理 11 了 矛盾 。 

b) >: XIEN PRAEH, 7 与 Y. 为 渐 近 雪线 :起 引 理 11 
知 不 可 能 . 

c) v: 为 非 闭 P 式 稳定 ,7Y; 为 渐 近 轨 线 ,由 引 理 11 知 不 可 能 ， 

d) T, 为 非 闭 P 式 稳定 轨 线 ,71,7; 为 渐 近 轨 线 ,由 定理 11 知 
不 可 能 ， 

e》 由 引 理 12 WE Yn, 02, Y: 中 最 多 只 有 两 条 非 闭 P 式 稳定 
雪线 , 若 存 在 ; 必 为 71 与 7;。 但 7 与 7Y; 为 非 闭 P 式 稳定 轨 线 ,7 
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为 渐 近 轨 线 ,这 种 配合 的 不 可 能 性 可 仿 引 理 11 证 明之 。 

综合 以 上 各 条 即 知 Y. 只 可 能 是 奇 点 ， 

当 M 为 韭 紧 时 可 仿 定 理 11 将 问题 归结 为 紧 流 形 的 情况 .由 
引 理 13 可 立刻 推出 : 

定理 13。 二 颖 可 定向 流 形 上 动力 系统 的 极 小 集 的 深度 p< 
3. 

Di. 对 环 而 上 具有 例外 过 小 集 的 无 理 流 ， 著 在 基 一 属于 极 小 
集 的 轨 线 ( 必 为 P 式 稳定 ) 上 加 上 两 个 奇 点 ， 则 不 难 验 证 这 时 8— 
3， 而 极 小 集 即 由 此 二 点 组 成 。 

[51] 中 还 引进 了 “极限 轨 线 系统 ”以 及 相应 的 深度 4， 并 证 
H: 在 一 般 度 晤 空间 中 有 8 >da, PEKARE LNA 


d =a, 
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$7. 紧 二 维 流 形 上 上 连续 流 的 
拓扑 分 类 


关于 有 禧 面 上 的 连续 流 或 C 流 的 拓扑 分 类 问题 早已 在 1521， 
[53], [54] 和 [55] 中 研究 过 。 至 于 紧 二 维 流 形 上 的 连续 流 ， 则 
[56] 最 早 对 Morse-Smale 系统 完成 了 拓扑 分 类 的 工作 。 其 后 ， 
[57], L58] 叉 对 更 一 般 的 二 维 流 形 (不 一 定 紧 ， 也 不 一 定 可 定向 》 


上 的 连续 流 分 类 问题 ,及 [59] 对 微分 流 形 上 的 完全 不 稳定 流 的 分 


类 问题 作 了 研究 。 在 553], [54], [55] 的 分 类 工作 中 ,“ 典 型 域 ” 
和 “分 界线 "两 个 概念 起 了 关键 性 的 作用 ， 虽 然 它们 所 研究 的 是 曲 
面 动 力 系统 ,但 是 “分 界线 " 仍 沿用 [54] 中 对 平面 动力 系统 所 作 的 
EX “RRMA WRT [54] EAS EET, RER ARR” DAL 
外 ,只 加 了 一 种 “ 环 面 域 ”, 因 而 使 它们 对 于 具有 非 闲 P 式 稳定 轨 线 
的 连续 流 无 法 进行 拓扑 分 类 研究 .关于 这 方面 的 问题 ,最 近 [ 60] 的 
工作 做 了 适当 的 补救 。 本 节 主 要 介绍 158] 的 分 类 工作 及 其 有 趣 
的 应 用 ,最 后 简要 介绍 [60] 的 想法 以 及 我 们 对 分 类 问题 的 看 法 ， 

ELL 设 9 是 二 维 流 形 M EHEER RCM, p) 为 平行 
流 , 如 果 它 拓扑 等 价 于 下 列 四 种 流 之 一 : 

1. R Fr £—1, > 一 0 所 定义 的 流 ; 

2. R'— {0} 上 由 ?一 0, 8 一 1 所 定义 的 流 ; 

3. RP— {0} Et fer, 8 一 1 所 定义 的 流 ; 

4 8 X 5! 上 的 有 理 流 。 

A8 2) BG ESSE ST DEOS EAD, IRAE. 晨 旋 流 和 坏 面 流 ， 
其 所 覆盖 的 区 域 依次 称 为 带 域 、. 环 域 . 螺 域 和 环 面 域 . 

下 面 定义 “分 界线 ”. 关于 分 界线 的 定义 有 好 几 和 种。 例如， 在 
[61 中 称 “ 一 条 不 是 奇 点 的 轨 线 ,其 拓扑 性 质 不 同 于 其 邻近 的 轨 线 
者 ”为 分 界线 ， 在 [55] 中 称 “ 趋 于 奇 点 的 轨道 不 稳定 半 轨 "为 这 个 
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奇 点 的 分 界线 ， 在 [54] 中 则 有 更 严格 的 定义 , 今 在 叙述 上 略 作 改 
动 ,介绍 如 下 。 首先 ,对 经 过 点 + 的 雪线 7(x) ， 我 们 定义 ; 
ale) - Y'G) — Y G), eG) = YH) — GO. C) 
这 里 TEO 5 ortQe) 分 别 表 未 7(x) 的 负 半 轨 和 正 半 轨 。 注意 ， 
(1) 中 的 eG) 5 eG) 不 同 于 动力 系统 理论 中 常见 的 aO) (或 
Ar) 与 20) (或 22: 
AQ) = NTO, 900 — NTO), (2) 


例如 , 当 Y(x) 为 闭 轨 时 ，clx) 与 cQ) SDiETISR. 而 Ar 与 0. 
则 都 等 于 Y(x)， 当 YQ) JEWIN P RREH, O.v*, 
而 ole) Rd. 

定义 2 称 过 * HIERHER Y(x) 为 正常 轨 线 ,如 果 Y(x) 能 
WEE YE —ÓE 17 WE BTE ER BUT PRAN h, NMEN RAT: 

1. 对 任意 的 YEN 有 

aly) = a(x), oly) = (x). (3) 
2. N-N 由 ale), ole) 以 及 某 两 条 满足 条 件 
a(a) = a(b) = alx), RI wla) = oCh) = ox, 

的 轨 线 Y(a), T) 所 组 成 Cla) 有 可 能 与 v(b) 重合 ). 

XX 3. 若 Y(z)j 不 是 奇 点 ,又 不 是 正常 轨 线 , 则 称 它 为 分 界线 ， 

注意 ; 由 于 定义 2 中 对 正常 轨 线 所 加 的 条 件 太 强 ， 所 以 不 少 
轨 线 都 属于 分 界线 之 列 。 但 本 节 不 会 遇 到 使 我 们 难以 处 理 的 情 
况 ; 因 为 我 们 还 要 定义 “极限 分 界线 ”如 下 : 

X4. 一 条 分 界线 Y(x) 称 为 极限 分 界线 ， 如 果 * 不 是 奇 
A. HB oYGOCO 一 7(x))。 这 里 $ 是 连续 流 F 的 所 有 分 界线 全 
体 所 成 之 集 ?. 

本 节 前 半 部 假 没 分 界线 可 能 有 无 数 条 ,但 没有 极限 分 界线 .后 
半 部 假设 只 有 有 限 条 分 界线 ,但 可 能 有 极限 分 界线 .由 于 我 们 只 讨 


1) 极 眼 环 和 通常 意义 下 青 点 邻 域 中 的 分 界线 都 急 定 义 3 之 下 的 分 界线 . 车 有 一 
非 闭 分 界线 趋向 于 极限 环 , 风 此 环 便 是 极限 分 界线 ， 任 一 P+ 成 了 “ 式 稳 定 非 图 
轨 线 既是 分 界线 ,凡是 极限 分 界线 ， 
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论 满足 上 述 条 件 的 山 面 动力 系统 ， 因 此 不 但 排除 了 P 式 稳定 非 闭 
雪线, 而且 也 排除 了 如 图 7.1 所 示 的 
胃 线 。 因 为 按 定义 ， 这 时 应 有 无 数 
多 条 极限 分 界线 存在 。 下面 继 续 讨 
论 拓扑 分 类 问题 

显 见 ， 定 义 4 中 的 集合 3 是 流 
É M 上 连续 流 e 的 一 个 闭 不 变 子 
集 ,而 M-5 是 一 开 不 变 子 集 ，M-S 可 能 有 许多 个 连通 分 支 , 每 一 
连通 分 支 称 为 连续 流 的 典型 域 . 

引 理 1。《M , p) 的 任 一 典型 域 必 为 一 平行 域 。 

证 。 由 定义 知 典 型 域 刃 中 不 含 分 春 线 ， 且 其 中 每 一 轨 线 都 与 
ERRARE, SIE: "RHBIEDIBIREALR YC(x) 与 Y(y) 必 可 
用 互 不 相 届 的 平行 领域 把 它们 分 开 来 "、 因 若 不 然 , 则 对 YQ) 的 
任何 平行 邻 域 N. 都 将 有 

y EN, = alx) UY) Uola), 

于 是 必 有 y€a(x) R oy€o(x), 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 可 以 
找到 一 个 包含 7 的 平行 邻 域 NS. 使 Ny RE T), HEIR H 
不 可 能 有 yE al) Uo), 

以 上 的 事实 说 明 商 空间 Riqg 是 一 维 连 通 Hausdorff 流 形 ， 
并 且 自 然 投影 


-一 一 一 一 


e—a 


图 7.1 


x: R> Rje 
是 局 部 明显 的 ， 现 在 底 空 间 是 RR S, 纤维 也 是 RR S R 
有 四 种 可 能 的 组 合 ， 它 们 分 别 对 应 于 定义 1 中 的 四 种 平行 域 ， 其 
中 带 域 与 妊 域 的 纤维 是 开 弧 ， 环 域 与 环 面 域 的 纤维 是 贺 。 带 域 与 
环 域 的 全 截 痕 是 开 弧 , 螺 域 与 环 面 域 的 全 截 痕 是 圆 . 

今 设 尺 是 一 带 域 或 环 域 , 了 是 它 的 全 截 疫 ， 取 xe 1, MYC) 
把 分 成 两 个 半 典 型 域 R+ 与 R, RURE Tee R+。 若 kK 
为 一 螺 域 , C 是 它 的 全 截 痕 , 则 C 分 RR 为 两 个 半 雌 型 域 

Rt =C x [0,%) 5 R7 = C Xx (—%,0]. 
不 论 在 那 一 种 情况 ,总 记 
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R+ = R* — R+, BR =R — R^, 
它们 有 可 能 为 空 集 . 

* (M: p) 没有 极限 分 界线 时 ，5R+(8R-) 上 任 一 常 点 对 于 
R'CR ) 是 可 达 的 ， 即 它 是 流 的 某 一 闭 的 局 部 截 痕 的 终点 。 但 车 
OM, q) 有 极限 分 界线 , 则 不 一 定 。 例 如 ,着 一 螺 域 中 某 一 轨 线 7 
被 外 加 一 奇 点 P, 则 此 螺 域 便 成 为 
带 域 ， 后 者 的 边界 除了 包含 前 者 的 
ARAI, BEATA PAR YE 
P ORMER RRN SY. mn 
以 SR 为 其 极限 分 界线 , Y, 以 SRY 
为 其 极限 分 界线 。 这 时 aRt 和 
SR 上 的 任 一 常 点 对 于 带 域 来 说 都 
是 不 可 达 点 (图 7.2), 

当 M 为 可 定向 流 形 时 ，5R+ (或 8R D KIAMA "IL 
EREHE. AAi RARR p.q€ 5R+ 是 两 个 常 点 ， 
则 定义 


T(p) < Tla) 
CER ro) 在 r) ZADAR r) =r., 并 且 对 于 
以 p.a 为 端点 的 两 条 局 部 截 痕 1, 51 P 的 位 于 RR+ 中 的 轨 线 
3b: 增加 时 先 遇 J,, BRE 1, (图 7.3)， 当 尺 为 环 域 或 蝶 域 时 ， 
可 以 先 国定 aRt (或 SR) 上 一 条 分 界线 作为 第 一 条 ,然后 按 前 
法 规定 第 二 条 ,第 三 条 ,…… 
下 面 描述 几 种 只 有 一 —— —. 然 


Ethan k -i XE BRULÓUD (E — SEXE RURESPI GARE S PT 
这 种 标准 半 典 型 域 。 
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设 s E Ri 中 一 闭 的 铝 直 带 域 ， 以 直线 Lo(x- 0) 5 L: 
dir= 1} XX. Jin 上 一 开 子 集 ， 它 的 余 集 一 了 是 
ZE, Ly, 或 一 全 不 连通 集 ( 易 见 , 当 工 , 一 为 全 不 连通 无 限 集 
时 , 则 J 了 由 无 限 多 个 开 区 间 和 构成 )。 设 wx:5 一 [0,1] Æ — C^ PÉ 
数 . 它 在 L。 上 取信 1, 而 存 工 ; J] ERO, it =s L+ 
J: Wh V(GO — (0, u) MELD AR V: >R 属于 
C", L—] 中 的 每 一 点 都 是 V WAA, Y 中 每 一 向 量 都 是 铅 
直 向 上 的 。 此 向 量 场 的 流 Ssp) 以 S 为 一 带 状 典型 域 ， 的 每 
一 边界 连通 支 都 是 一 条 分 界线 。 以 Ue, RI PARRI, 
指标 集 了 可 能 为 空 集 , 有 限 集 或 可 数 无 限 集 。 以 % 记 流 G.9) 在 
Mhea 上 导出 的 全 序 。 我 们 称 (Šp) 是 吧 型 的 标准 半 带 域 。 


II. 环 域 


BHARR R: 中 由 贺 C: {7r = 1} 与 Cic 一 2} 所 图 成 的 
闭环 域 ， JE C; 的 某 一 开 子 集 ， AE C, — J Xm. Ci 或 
EREA, W RR u: 4 一 [0, 1I1]， 它 在 C， 上 取 值 1， 
在 C: 一 / LRO, 由 ? 一 0, =u 定义 的 , 4 一 4 一 Cui 
了 上 的 C” 流 记 为 p. (A0) 有 唯一 的 环 状 典 异域、 固定 C; 上 
的 分 界线 集合 ha 中 的 某 一 ji 作为 第 一 条 ， 假 设 此 集 上 的 全 
Fo., EF A 的 选取 是 任意 的 ， 故 he 可 以 有 多 种 不 同 的 
全 序 , 我 们 认为 他 们 都 是 彼此 等 价 和 的， 以 e. 证 这 一 等 价 类 ， 称 
(4,9) 为 o, 型 的 标准 半 环 域 ， 注 意 , 当 J 为 空 集 误 整个 C 时 ， 
按照 环 域 中 轨 线 的 不 同 定向 , 仍 有 两 个 不 同 的 等 价 类 ， 


IH. 4E 
仍 以 4 记 U 中 那个 闭环 域 , 以 六 与 产 分 别 记 €. 5 CES 
* 99 « 


m re rtm ne t aL t P od A HIR APER PP PI re nr Em NU 


开 子 集 , 记 K =C T, K^ — 0 jt V KRAZE 
Ó Ci 或 为 全 不 连通 集 。 在 d 一 A— (KOUK*) 上 有 两 类 不 
FRESER, Cd, 0) 称 为 是 可 定向 的 ,如 果 中 在 J 上 所 导出 的 
定向 与 立 的 某 一 定向 一 致 (图 7.4), 否则 , 称 为 不 可 定向 的 ， 但 著 

Re J+ 或 三 为 空 集 , 则 只 有 一 类 


T. 连续 流 . 
IV. 环 面 域 


因为 环 面 上 一 切 有 理 流 部 
彼此 等 价 , 故 只 有 一 个 等 价 类 . 

其 次 ， 我 们 要 证 明 : 可 定 
向 二 维 流 形 M 上 的 ,无 极限 分 
界线 的 连续 流 pp， 限制 在 任 一 

图 7.4 半 典 型 域 的 闲 包 上 的 时 候 ， 必 

定 和 上 述 几 种 标准 典型 域 之 一 等 价 。 

r. 带 域 
NER M, p) 的 一 个 带 状 典型 域 ， 履 表 示 从 除去 FP 的 一 
苇 奇 点 而 得 到 的 子 流 形 ，R” 与 Rt 是 的 两 个 半 带 域 , 有 公共 边 
TC), re R, wo 表示 流 P 在 5R+ 的 分 界线 集合 {Hha 上 所 导 
HEZE., it (3,$) 是 型 为 串 的 标准 半 带 状 典型 域 .就 是 说 ， 疡 : 
上 的 分 界线 集合 Ule 以 了 为 指标 集合 , LOE lua ERF 
出 的 全 序 也 是 o. WREE H: 和 J; 等 同和 的 话 ， 

引 理 2， 在 在 一 等 价 关系 hC, 由 ) — (R*+, p), B. & "Tn git 
选取 ， 使 它 是 (688, p) 5 (R+, p) 的 任 一 保 序 等 价 关系 的 拓 
" 


证 ， 由 于 G, 4) 与 (R+, p) 部 是 w 型 的 , 故 必 存 在 (85, p) 
到 (OR*, p) 上 的 一 个 保 序 等 价 关系 SR (us FEL) 六 中 
的 一 个 可 数 稠密 由 集 。 而 d= Ad, W 如 是 上 的 一 条 水 平 横 截 
线 , 它 的 右 端点 为 内 , 左 端点 是 p€ Lo, DI Ao id 9 Ze R* 中 的 .从 
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po 一 hp 到 d, 的 模 截 线 、 我 们 可 以 拓 广 8, 使 ACA) 一 d. I 
在 再 作 几 的 可 数 无 限 多 条 互 不 相交 的 截 着 {4} EZE 


Ga) (RY,p) 


下 的 三 个 条 件 : 

1) A, 的 右 端点 是 ds 

2) 如 果 A. 的 左 端 点 在 Y(p.) 上, 且 p.€ Ao， 则 {ps} 单调 
HKF d 

3) diamCA,) — 0, 

类 似 地 ， 我 们 可 以 在 R7 中 作 申 的 互 不 相交 的 截 痕 (41). 
其 左 端 点 在 T Lb. p. 一 hpa; 右 端 点 为 ds, 上 diam(A22— 
0。 显 见 ，4。 与 v(p,) 的 全 体 把 S— L, 剖 分 成 为 无 数 多 个 2 维 
胞 腔 ( 有 的 是 无 限 长 的 )， 它 们 是 局 部 有 限 的 ,并 且 收 伍 于 Le M 
4,55 v) 则 给 出 一 个 与 此 同 胚 的 ，R+ BEA, Wide, REE. 
如 此 拓 广 ， 使 能 把 3 一 L 的 每 一 个 2 维 胞 腔 映 到 对 应 的 R+ 
的 2 维 胞 腔 ;, 我 们 就 得 到 C, 8I (R*, p) 上 的 一 个 等 价 关系 了 ， 
这 种 拓 广 在 上 的 连续 性 是 明显 的 。 l 


IN * 


IF. 环 域 

与 前 类 似 ， 环 状 典 型 域 丸 被 其 中 一 条 闭 轨 Y 分 成 两 个 半 环 域 
R R^, 设 中 在 9R+ 上 的 分 界线 集合 {hau 上 所 诱导 出 
来 的 循环 顺序 为 os W (4.4) 是 型 的 标准 半 环 域 。 则 仿 
前 可 证 : 

引 理 3， 存 在 一 等 价 关系 hiCd.d)— (Ri,g)， 且 可 以 如 
此 选取 ， 使 它 是 《84, 4) 与 (8R1, p) 的 任 一 保 序 等 价 关系 的 
iar. 


Hr. qu 


对 螺 状 典型 天， 设 CC 是 玉 中 的 一 条 单 闭 曲 线 截 痕 。 R+ = 
C X [0, ©), R — CX (—00,0], orlo) 是 8R (4R?) 
上 的 分 界线 集合 的 循环 顺序 ， 而 《4, p) 是 一 个 《wz , ot) 型 的 
标准 螺 域 。 那 么 如 前 可 证 : 

引 理 4， 存 在 d 到 R 上 的 映射 5， 它 把 由 的 轨 线 保持 定向 
地 瑞 到 中 的 轨 线 ， 且 是 C x [0,o0) A Rt 上 和 C X (一 00, 0] 
到 R^ 上 的 同 肽 。 此 外 ,可 以 如 此 选取 , 使 它 是 684 到 86R 上 的 
任 一 保 序 等 价 关 系 的 拔 广 。 

下 面 研究 可 定 疝 二 维 流 形 M 上 的 连续 流 9 的 拓扑 分 类 问题 ， 
在 $1 中 我 们 已 经 看 到 轨道 空间 M /yp 的 拓扑 类 型 不 能 完全 刻 划 
(对 ,9)， 因 此 有 必要 引进 轨道 复 形 K(p》 的 概念 ， 它 包含 下 A 
一 些 内 容 : 

A. JR 

WE x: 计 ~> MÍp 是 自然 投影 , 则 每 一 典型 域 R 的 象 是 Kle) 
的 一 维 胞 腔 。 当 是 带 域 或 环 域 时 ,此 一 维 胞 腔 是 开 弧 ; 当 R 是 媒 
域 或 环 面 域 时 它 是 单 闭 曲 线 .我 们 依次 称 之 为 开 或 闭 的 一 维 胞 腔 . 
e 的 每 一 分 界线 的 象 是 Ktp》 的 一 个 零 维 胞 腔 . 《以 后 分 别 简 记 
为 1 胞 了 腔 与 0 胞 腔 .》 
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引 .纤维 类 型 

Kle) 的 每 一 胞 腔 (5 — 0, 1),， 很 据 其 上 一 点 的 纤维 的 拓 
扑 类 型 又 可 以 有 线 i EREA: 胞 腔 或 点 i 胞 腔 之 分 (但 没有 点 1 
Bis). 

C. 顺序 结构 

首先 ,对 于 K(g) 的 与 半 和 典型 域 的 边界 上 的 非 奇 点 分 界线 相 
对 应 的 任 二 线 0 胞 踪 ,我们 规定 它们 之 间 的 顺序 ,使 之 与 在 之 
下 两 分 界线 之 间 的 顺序 一 致 。 然 后 按 下 法 拓 广 这 种 顺序 到 点 0 胞 
EE: 没 无 一 xp 基 一 个 点 0 胞 腔 ， 3 一 <(9) 是 一 个 线 0 胞 腔 ， 
则 规定 : 

P«cqHUHBDUAS pe ml9); p7 4 ARH pec(q).? 

设 C 是 螺 域 丸 的 一 条 单 闭 曲线 截 痕 , 记 (R) = C X Klp) 
中 的 闭 1 NER, WRedéc 上 一 点 , 而 pe 585R、 我 们 规定 : 

Pac SHARH peale), p 7 HD pe we), 


^ P ABC v E F 
AIU LA, 
A A Ul A VA, 
AA V AIV AN 
AISAS A A 
Kik Â D 
Kilk A D E 
ba ll vu 
di aen D^ 


图 7.6 


PECGETTET UU DELIS 1 7-42 08 与 OR. 
点 + 的 情况 。 这 时 我 们 只 好 把 EREA norit, 使 aede. 
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D. 螺 域 的 可 定向 性 

与 螺 状 典 列 域 丸 对 应 的 闭 1 胞 腔 称 为 是 可 定 协 的 《或 不 可 定 
向 的 ), 如 果 民 本 身 是 可 定 疝 的 (或 不 可 定向 的 ), 

S. 如 图 ?7.6 记 示 ,左右 两 个 平面 无 奇 点 动力 系统 的 轨道 空间 
的 丘 拓 结构 相同 ， 昌 然 它们 本 鼻 的 拓 和 孙 结 构 在 区 域 C 和 互 中 不 一 
样 .为 了 显示 这 一 点 ,在 两 个 轨道 复 形 KC) 与 Kip). 中 标 出 线 
0 胞 熔 间 的 不 阅 的 顺序 结构 。 在 Klo) 中 有 cS dio = éz, 
而 在 K,(p) 中 则 有 di = a, dhie, 

注意 : 虽然 在 上 例 中 这 种 极 简 单 的 情况 我 们 可 以 用 线 与 点 的 
.上 下 ,左右 位 置 不 同 , 以 及 一 些 带 下 标的 文字 把 Ki) 与 Kp) 
以 及 两 者 之 间 的 区 别 形象 地 表示 出 来 ,但 在 绝 大 多 数 ( 有 了 时 甚至 是 
极 简单 的 ?请 况 之 下 ， 天 (ep)》 的 结构 特性 仍 只 能 用 文字 来 描述 , 象 
:我 们 在 $2 中 对 图 2.2 所 说 的 那 祥 。 

ELS 两 个 轨道 复 形 Kop) 与 K《wps》 称 为 同 构 ， 如 果 存 
在 一 同 胚 和 :天 (pi > Klp), CIE Kp RUNS SU Klp) 的 
胞 腔 上 上 上， 并且 保持 纤维 类 型 ， 可 定向 (或 不 可 定向 ) 性 以 及 顺序 结 
构 。 

定理 1， 设 wm， qr 分别 为 可 定向 二 维 流 形 M, M; 上 的 连续 
流 ,它们 只 有 弧 立 疝 点 而 无 极限 分 界线 , 则 qi 与 ps 为 拓扑 等 价 当 
且 仅 当 Klp) 与 KC) H. 

证 ， 设 &:KCo — Klp) 为 一 同 构 。 了 到 Si S; 表 两 动力 
系统 的 非 奇 点 分 界线 的 和 集 。 显 见 存 在 等 价 关 系 : K: (5. 90— 
《S:，92)。 这 里 没有 连续 性 的 问题 ， 因 为 S, 与 3 都 是 一 些 离 散 线 
BE ES HO ER RUE Gr. 

然后 按照 引 理 ?一 4 知 可 把 万 拓 广 到 每 一 个 典型 域 去 ， 于 是 
DIFA M, mp) 到 Gh, p) 的 等 价 关系 。 最 后 定义 kp= ar'kmp 
X (Mop) 的 每 一 奇 点 p, B4 (Mi, p) 到 CM, v) 上 的 等 
价 关系 ， 

对 对 ,为 不 可 定向 二 维 流 形 的 情况 , 可 以 借助 于 覆盖 空间 M 
上 的 连续 流 之 间 的 拓扑 等 价 而 导出 与 定理 1 同样 的 结论 ， 证 明 从 
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下 面 研究 有 有 限 条 分 界线 ,但 可 能 有 极限 分 界线 的 闭 二 维 流 
形 上 连续 流 的 拓扑 分 类 问题 ,一 切 结 沟 稳定 流 都 访 于 这 个 范 贱 .由 
A] 7.2 和 外道 这 种 连续 流 的 典型 域 的 边界 点 有 可 能 是 不 可 达 的 。 由 
于 分 界线 只 有 有 限 条 ， 故 不 存在 Pt KP 式 稳定 的 非 闭 轨 线 ， 从 
而 由 $6 定理 11 知道 极限 分 界线 是 有 限 条 闭 轨 , RE o 及 & 极 限 
集 都 是 单一 的 奇 点 的 开 弧 。 

. 引 理 5。 设 xoi. reol) GE a6)), H 7O) 是 
分 界线 , 则 v GO. 是 某 一 带 状 半 典型 域 的 可 达 边 界 中 的 最 后 (或 最 
先 ) 一 条 分 界线 . 

WE. 取 流 的 一 条 过 点 ARRET, MTO 应 与 了 无数 
次 相交 .了 工 上 至 多 有 可 数 无 限 个 点 位 于 分 界线 上 ， 且 rO) 与 工 
的 每 一 交点 必 为 某 一 余 区 闻 的 端点 。 BET, rO 必 为 某 - 一 
殿 型 域 忍 的 可 达 边 界 的 一 部 分 ,并 且 * 也 在 尺 的 边界 上 。 

RARER. qj. WR ciÉRAS—iÉBiHu£E4 EX. RUE 
rO) 与 工 的 任 二 相继 交点 之 间 应 含 vC) 与 C 的 一 交点 。 由 于 
r€o(y), lk x EC， 不 可 能 ， 

民 也 不 能 是 环 域 ， 香 则 * 将 属于 尺 中 任 一 闭 轨 的 闭 包 ， 不 可 

能 .因此 , R 429 — FR ELA V, rO) 是 Rt GER ) 的 可 达 边 界 
中 的 最 后 (或 最 先 ) 一 条 分 界线 ,如 果 x €o (y) 《或 a2). 

引 理 6， 设 7Y(x) E (Msp) 的 一 条 分 界线 , 它 的 “(或 a) 
航 限 集 G 所 含 不 止 一 点 , 则 : 

1) G 有 一 闭 邻 域 U, 使 0 一 G 的 每 一 连通 支 是 一 半 开 环 域 ; 

2) U—G 6 &in sm 

3) U—G 的 每 一 边界 分 支 都 是 9 的 单 闭 曲线 截 痕 ; 

4) 若 尺 是 一 典型 域 ,其 边界 含有 Ye), C Æ RRA, UA 
存在 一 实数 了 ,使 C x [T,00) (或 CX( 一 0,T1) 包含 在 U 一 G 
的 某 一 连通 支 中 ， 

l 例 ， 如 图 7.7, G 为 一 8 字形 ,UV 一 G 有 三 个 连通 支 。r+(s) 含 
在 G 外 部 的 那个 连通 支 中 。 
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WE. 由 假设 知 G 是 -- 闭 轨 , 或 是 由 有 限 条 线 轨 道 和 奇 点 所 构 
RUABARRAK. Six PL 所 扑 中 的 熟知 的 定理 即 知 G 在 流 形 
M 中 有 一 正规 邻 域 U0, 且 U—G 的 每 一 连通 分 支 是 一 半 开 环 域 ?. 
当 忌 取得 足够 小 时 , 引 理 中 的 条 件 1), 2) 显然 能 够 满足 。 为 了 证 
明 3)， 可 用 通常 平面 定 福 理论 中 构造 环 域 的 技巧 ，4) 的 证 明 极 
易 ， 因 为 每 一 闭环 域 的 边界 都 是 无 团 弧 ， 

由 此 引 理 可 见 ， 在 U-G 的 任 一 -连通 支 的 闭 包 中 ， 流 9 有 一 
半 螺 状 典型 域 ， 从 每 一 连通 支 的 开 边 界 上 可 能 有 (有 限 条 ) 分 界线 
进入 此 连通 支 中 ,图 7.7 中 的 7(x) 就 是 这 样 的 -条 分 界线 .并 且 我 
们 可 以 如 此 选取 等 价 关 系 ， 使 之 能 把 边界 截 痕 上 的 一 个 已 给 的 有 
限 循 环 排序 子 集 ( 即 诸 分 界线 与 此 边界 的 交集 ) 保 持 顺 序 地 上 映 到 另 
一 对 应 的 边界 截 痕 上 的 同类 子 集 上 去 ， 

轨道 复 形 KCp》 可 如 前 一 样 地 定义 ,但 要 补充 一 句 ， 如 果 G 
是 分 界线 TG 的 非 闸 点 极限 集 , 则 G 或 为 一 周期 轨 线 ,或 包含 一 
些 开 轨 线 弧 及 其 极限 点 。 在 后 一 情况 ， 这 些 开 轨 线 借 流 的 定向 而 
循环 排序 , 象 在 螺 状 典型 域 的 边界 上 一 样 . 

现在 注意 ， 若 G 是 一 带 状 域 的 边界 上 某 一 分 界线 的 。 极 限 
集 , 则 可 用 一 连接 R 与 RK 的 最 后 一 条 分 界线 的 截 痕 ( 当 进入 G 
的 这 一 半 邻 域 中 的 分 界线 只 有 一 条 , 象 图 7.7 中 所 给 的 那样 , 则 此 


1) 这 里 指 的 是 “ 环 域 定理 ”中 的 环 域 ; 不 是 定义 1 中 所 说 的 环 域 。 
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截 痕 便 是 引 理 6 的 3) 中 所 说 的 U-G 的 那 一 边界 分 支 ) 来 截 R ,可 得 
截 去 一 头 的 带 域 RR。 这 时 了 的 另 一 端 可 能 未 被 削 去 ,也 可 能 被 前 
de. RTE R 被 截 痕 来 和 极限 分 界线 分 开 的 部 分 称 为 截 头 带 域 。 

X32. HP 与 gp' 分 别 为 紧 的 可 定向 二 维 流 形 M 与 M E 
的 连续 流 ， 各 有 有 限 条 分 界线 ， 则 与 9 为 拓扑 等 价 当 且 仅 当 
K(g) 与 K) 为 同 构 。 

W. Jk k: K) > Ke) 为 一 同 构 。 如 果 没 有 极限 分 界 
线 , 则 等 价 性 可 由 定理 1 知之 。 今 设 €(9 为 Po) 在 MOM) 
TBSBUR STERRI. HikDSRHESEGTADA 入 

&*:(G, 9) — (P, 9. 
由 于 8 —8 VUE 5S WS ERU RB es dci RE A RTL 
今 对 9 的 每 一 连通 支 G 取 一 满足 引 理 6 中 的 要 求 的 邻 域 U, X 
于 对 中 的 对 应 集 G 亦 取 一 相应 的 邻 域 。U0U 一 6 的 每 一 半 开 
环 域 连通 支 ， 包 含 一 分 界线 半 轨 ， 且 以 G 的 全 部 或 一 部 分 作为 其 
BEREA, SHE SE EORR IER] U' — G' 的 那个 对 应 的 半 开 环 域 . 
自然 可 以 如 此 选取 这 种 等 价 关 系 ,使 分 界线 半 轨 映 到 分 界线 半 轨 、 
ik V(V^) 为 MM ?中 此 种 邻 域 的 和 集 。 我 们 已 经 拓 广 K* 成 为 
一 等 价 关 系 
h;V 一 > 了。 

M 的 余下 部 分 则 被 分 解 为 一 些 闭 典型 以 及 截 头 带 域 的 和 集 ， 

象 在 定理 1 中 一 样 ,我们 可 以 拓 广 生成 为 一 等 价 关 系 
ka CM, p) > M, p) 

8I c $a 8] — 87 98 7L RER SUAE BO SEG, EEA, 

对 于 不 可 定向 流 形 上 有 极限 分 界线 的 动力 系统 也 可 证 得 类 似 
的 结果 、 

应 用 典型 域 的 概念 以 及 拓扑 等 价 性 定理 , [58] 中 还 给 出 许多 
有 趣 的 应 用 。 例 如, 他们 证 明了 : 

定理 3。 设 P 是 C” 可 定向 二 维 流 形 M EDERN. RAIM 
立 青 点 ,没有 极限 分 界线 , 则 外 等 价 于 M E Cip. 

证 明 从 略 。 但 应 注意 在 此 定理 中 不 能 收 C 为 解析 ， 因 为 解 


* 107 * 


析 系 统 趋向 孤立 次 点 的 轨 线 只 能 沿 着 有 限 个 方向 ， 除 了 星 形 结 点 
以 外 ,而 一 般 C” 流 则 不 受 此 限制 ， 

"Fi p £8 [58] 中 用 典型 域 对 另外 两 个 古典 定理 的 新 证 明 。 

定理 4 (El sgolz 关于 Morse 不 等 式 "的 推广 )。 E e 28 Hf 
二 维 流 形 对 上 的 连续 六 ,只 有 简单 奇 点 与 离散 的 非洲 荡 点 集合 , 则 

BCM) s xi) Gi = 0,1,2) (4) 

这 里 简单 奇 点 是 指 稳 定 、 负 向 稳定 或 鞍点 。 ple), mep), 
mp) SERI e 的 负 向 稳定 、 鞍 点 与 正 向 稳定 奇 点 的 个 数 ， 
ECM) EI M HI i E Bei 数 。 

i. 先 设 为 可 定向 。 因 为 PP 至 多 有 有 限 个 奇 点 ,都 是 简单 
的 ,所 以 至 多 有 有 限 条 分 界线 .由 于 TP 没有 局 期 轨道 , 改 无 环 域 与 
环 面 域 , 叉 螺 域 不 能 有 非 退 化 的 分 界线 与 高 阶 奇 点 在 它 的 边界 上 ， 
阁 若 出 现 螺 域 , 则 它 只 能 是 $$ 上 一 对 奇 点 的 余 集 、 此 时 有 

BCS) = 8,57) — 1, pS) = 0; 
qp) = mlp) = 1, plp) = t, 

故 定理 的 结论 成 立 。 

因此 ， 不 妨 设 M 被 分 界线 分 解 为 ”个 带 域 ,因为 除了 前 段 所 
说 的 那个 特殊 情况 以 外 , pa 9138. 1 知道 必 有 分 界线 存在 ,现在 不 妨 
取 一 带 域 Ri 的 闭 包 的 模型 为 一 团圆 盘 D; mun teu 
与 边 数 一 样 多 ， 设 有 sG) CRAN BG) 条 边 。 带 域内 的 一 切 
轨 线 都 从 一 疝 点 4 跑 向 另 一 奇 点 5( 如 果 一 总 ， 则 这 时 带 域 就 
是 Bendixson 指标 定理 中 的 椭 贺 域 从 而 4 不 是 简单 交点 了 )。 因 
些 这些 Di 就 给 出 订 的 一 个 胞 腔 分 解 。 若 ali 0,1,2) 表示 i 
胞 腔 的 个 数 , 则 有 


Qo = h t mE 9 «- la, qn, 
"Ten 


这 里 第 二 个 等 式 右边 有 寺 这 个 因子 ,因为 每 个 带 域 的 任意 一 条 边 


1) Morse 不 等 式 的 内 和 容 参见 【4]， 
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都 计算 了 恰好 两 次 。 
现在 注意 ，Di 在 其 a(D) — 2 个 顶点 处 有 汉 曲 城 , 在 一 端 有 
一 稳定 抛物 域 , 另 一 端 有 厅 稳 定 抛物 域 , 故 有 
n=4 0 0-2- Tae 之 ， 
Tjo zx l, 7h zl. 


于 是 M 的 Euler 特征 可 表 为 
XCM) — po — Pi t Bi = o — a, t a 


= ymt pt yt na— LDG) 
isi 


750—949, 


”从 而 


m — Bi Ge — B) + (m 82, 

但 已 知 二 8; — 1, NUR 
i 3e © fos m È frs 从 而 n 8. 

若 M 为 不 可 定向 流 形 ,， i M, p) 25 (Mg) 在 二 重 覆 盖 
可 定向 流 形 Mag. 3E 5.529 (M, p) 的 对 应 于 全 ,站 的 
数 , 则 

Bec [o d, 81-0, B 1, i; 259 (i 0,1,2), 
ET nU AEROBIC qom po m> i 显 然 成 立 。 再 由 XC) — 
2XCM) 得 

i — i t 5- 2— ği = 2(fo— h t ba) = 2— 2fis 
从 而 太一 28. TEH 4o 2m 25 28, 即 得 m m B. ER 

定理 5 (Poincaré 的 撕 标 定理 )、 设 中 是 闭 二 维 流 形 好 上 的 
连续 流 , 有 有 限 条 分 界线 , 则 


È ind (0;,) — xX(M) = e — a + aa 


首先 研究 当 M 被 分 界线 分 市 为 若干 个 典型 域 时 奇 点 的 M 
^ 199? 


R, JHR S ES CRUS THBCIL TRUE FEAR. WER 4 nc 
证 明 中 那样 ， 不 妨 取 一 闭 圆 盘 作 为 典型 带 域 的 闭 包 的 模型， 设 
《Di d) G — 1, e,n) 是 所 有 的 典型 带 域 闭 包 的 模型 .如 前 所 
述 ， 在 一 般 情况 下 ，6D; 在 一 个 顶点 处 有 不 稳定 抛物 域 ， 在 另 一 
个 顶点 处 有 稳定 抛物 域 ， 而 在 其 余 奇 点 处 有 双 曲 域 。 但 在 特别 氏 
况 下 ， 闻 两 个 顶点 可 以 重合 ， 于 是 在 该 处 出 现 一 个 椭圆 域 ， 今 以 
aG) 表示 OD, Eg AB EE. QUEM EBD AE i 二 1 ,2,…， 
e 了 有时， 于 是 ,对 于 iSe, Di 企 一 个 顶点 有 实 剖 域 ， 在 a) —1 
ATARAR. Hoet, D: YEBUPT RE US 域 ， 在 
EO 一 2 个 奇 点 有 双 曲 域 。 

次 设 Ais co. An 为 坏 域 及 螺 域 的 闭 神 型 。 设 对 i 二 1， 
23r, d, OAF 由 唯一 奇 点 构成 ， 就 是 说 ，4 和 1,***, As EA R 
IRSE P 4 十 l A: 的 次 个 边界 分 支部 含有 非 奇 点 的 分 界线 9s。 以 
qG) 记 04; 上 的 奇 点 个 数 , 则 对 iSd, A 在 w(i) 一 1 个 奇 点 
Rb EUROS EI 44-1, 4G) E w(i) 个 奇 点 处 有 双 曲 域 ， 

| 4iRPREM 上流 9 的 一 个 奇 点 * 可 能 有 许多 D 与 4; 的 边界 
Eo eSSP. Hol) il PARRER, »CP) iu P 点 的 
Xu TE. RAREN P 在 奇 点 P 的 指标 为 
ind (P) = i + s(P) =e, 


定理 5 的 汪 明 ; 

先 设 丰 为 可 定向 。 若 对 仅 由 单一 的 环 面 域 , 螺 城 或 环 域 构 成 。 
且 恰 有 两 个 奇 点 时 ,定理 显然 成 立 . 因 此 不 妨 设 M 上 既 有 Dotty 
D o XA diuo Am， 今 设 M 的 一 个 胞 腔 分 解 如 下 : 

由 于 在 一 正常 轨道 上 添加 一 奇 点 8 时 oo 与 os 都 增加 1， 故 
IM) 不 变 ; 另 一 方面 ， e(Q) — 0, »(Q) = 2, ind (Q) 一 0, 故 
X ind (Qi) 也 不 变 。 因此 不 妨 设 每 一 AG > a 十 1) 在 其 每 一 


边界 连通 支 上 至 少 有 两 个 奇 点 ， 且 其 两 边界 分 支 上 的 奇 点 个 数 相 


1) 特 吻 饶 况 ? 当 4; 为 整个 、 南 北极 为 其 边 异 奇 点 时 , 害 垣 显然 成 立 、 


“ild >» 


向。 现在 加 进 一 些 连接 不 同 边 界 上 和 形 点 的 1 胞 腔 ， 就 可 以 把 一 切 
这 种 4 分解 为 一 些 2 胞 腔 了 (图 7.8(a))， 对 iim 4， 则 添加 两 
个 1 胞 腔 ， 它 连接 内 部 的 唯一 奇 点 与 外 边界 上 某 两 奇 点 ， 这 样 就 


俱 了 (图 7.8 (b). 


(a) e 


现在 容易 得 到 等 式 : 
2a, 一 5 p+ S GG) b 1) 9-2 $1 «D, 
】 1 4&1 


2e, — 2n + 24 十 Y] G). 


j—-d441 


因为 对 于 4,--*, Ai» 边 数 一 奇 点 数 T1; 而 对 于 Air» dua 


As, FAX -> x 边 数 一 2 x (2 胞 腔 数 )。 
另 一 方面 ,椭圆 域 共 有 e 个 , 双 曲 域 共 有 天 个 ， 


á— $1G —1)* Y| GO — 2) 
imi imeti 


+ PAD D+ $a. 


干 是 
2 J, ind (0;) = 2a + e — h — 2% + e 
ri 


^ 


一 Y» uli) + et 2(n — e) t+ d— »uo 
$-1 i=t 


eili» 


L4 


= le, 22-0 d — D aG) — n). 
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5^, 
2AXCM ) = 2Co, — a, + o4) 一 2o 一 > uG) 
一 $a dod d 2n, 
因此 u 
xX(M)— X: ind (0;). 
定理 证 毕 ， | 


前 已 提 及 ,由 于 在 [581 中 或 是 假定 没有 极限 分 界线 ,或 是 假定 
分 界线 只 能 有 有 限 条 ， 因 而 无 法 研究 二 维 流 形 上 有 非 闭 P 式 稳定 
轨 线 ,复合 极限 环 ,中心 焦 点 ,或 象 图 7.1 所 示 的 那 种 轨 线 的 动力 系 
统 .为 了 补救 这 一 缺点 ,160] 详 细 研 究 了 非 奇 点 分 界线 的 三 种 可 能 
类 型 一 一 1) 不 属于 环 域 和 环 面 域 的 闭 轨 ,2) 非 闭 的 了 式 稳定 轨 线 ， 
3) 正 向 或 负 向 极限 集 同 为 唯一 奇 点 的 渐 近 轨 线 一 一 的 拓扑 人 性质 ， 
又 拓 广 了 558] 中 的 四 种 典型 域 为 七 种 广义 典型 域 , 其 中 简单 带 域 、 
半 螺 域 . 环 域 和 环 面 域 或 与 [58] 中 一 致 ,或 较 [58] 中 相应 的 典型 
域 含义 更 广 。 另外 还 增加 了 中 心 域 ( 类 似 于 复合 极限 环 或 中 心 焦 
点 的 邻 域 ), 非 闲 P 式 稳定 轨道 闭 包 域 和 管状 域 .最 后 在 动力 系统 
只 有 天 立 奇 点 的 假定 之 下 证 明了 类 似 于 定理 1 的 分 类 定理 ， 因 篇 
幅 关 系 ， 此 处 从 酷 ， 请 读者 参看 原文 。 由 于 在 $3 中 我 们 已 经 介绍 
了 Markley 关于 有 例外 极 小 集 的 环 面 流 的 拓扑 分 类 问题 ,我 们 认 
为 在 [60] 中 当 非 逆 P 式 稳定 轨 线 的 闭 包 为 无 处 称 密 时 ,不 应 把 它 
看 做 典型 域 ,而 应 把 整个 闭 包 看 成 分 界线 的 集合 ,这 样 也 许 更 妥当 
一 些 。 

关于 一 般 情况 下 曲面 动力 系统 的 拓扑 等 价 问题 还 有 C. X. 
ApaHcot 等 的 许多 著作 [621, 163], [64], [65] 可 以 参看 ， 此 处 
亦 从 路 。 此 外 , [66] 还 研究 了 环 面 上 有 一 个 奇 点 的 动力 系统 的 多 
线 的 拓扑 分 类 问题 。 


* 工 I2。 


$ 8. 环 域 定理 与 奇 点 概念 的 推广 


在 进一步 研究 二 维 流 形 上 动力 系统 的 男 一 重要 问题 一 一 辕 期 
解 的 存在 性 以 前 ,我 们 先 夹 介绍 平面 定性 理论 中 熟知 的 环 域 定理 
的 推广 :” 当 环 域 中 含 奇 点 时 和 当 环 域 被 改 为 一 般 的 多 联通 区 域 
时 ,以 及 末 点 概念 的 推广 种 实证 明 , 这 二 者 对 于 研究 二 维 流 形 上 
闭 轨 与 奇 闭 轴 的 存在 性 所 起 的 作用 恰 如 环 域 定理 在 平面 定性 理论 
中 所 起 的 作用 一 样 . 

我 们 知道 ，Poincart 的 环 域 定理 早 在 1901 年 就 被 I. Bendix- 
son 所 推广 ,成 为 研究 平面 有 界 区 城中 轨 线 的 “极限 集 的 理论 , 通 
WERA Poincaré-Bendixson 理论 .后 来 该 理论 义 被 A. J. Schwar 
iz 推广 到 二 维 可 定向 C! 流 形 上 的 C? 流 去 ， 已 见于 前 几 节 。 另 
一 方面 ，A. M. JIanyson. 关于 平衡 点 的 稳定 性 、 渐 近 稳 定性 和 不 
铬 定 恬 的 概念 ,以 及 判别 这 些 稳定 性 的 JImnyaoa 第 二 方法 最 迟 在 
1950 年 之 前 已 被 推广 到 一 般 度量 空间 中 动力 系统 的 有 界 闭 不 变 
RET. 奇怪 的 是 ， 当 环 域 中 存在 奇 点 ,而 其 它 条 件 不 变 时 ， 环 
城中 是 否 仍 存在 闭 或 奇 闭 雪线 ? 以 及 Bendixson 关于 平面 定常 
承 统 的 奇 点 的 指标 公式 ( 见 $ 7 定理 5 的 证 明 ) 是 否 可 以 推广 到 有 
界 闭 不 变 集 中 去 ? 这 些 简单 的 问题 在 作者 和 和 号 知 恩 的 [67]( 完 成 


+l}. 


T 1965 年 ,发 表 于 1977 年 ) 发 表 以 前 却 没 有 被 人 研究 过 ， 

应 注意 ,要 想 研 究 环 域 定理 在 平面 多 联通 区 域 中 的 推广 ,首先 
就 得 研究 环 域 中 含 奇 点 的 情况 ,因为 当 区 域 的 连通 数 3 时 , 白 奇 
点 的 指标 定理 知道 如 果 轨 线 与 区 域 的 边界 都 是 模 截 相交 的 话 ， 
划 此 区 域 中 必定 存在 译 点 。， 由 图 8.1 已 可 看 出 ， 当 我 们 把 环 域 定 
理 中 无 奇 点 的 假定 除去 以 后 , 轨 线 的 可 能 分 布 情况 就 会 复杂 得 多 . 
这 时 已 不 一 定 存在 包含 内 境界 线 在 其 内 部 的 闵 轨 线 了 。 图 8.1 中 
所 画 的 侯 乎 是 一 条 包含 内 境界 线 在 其 内 部 的 奇 闭锁 线 .但 首先 , 它 
的 上 半 部 和 下 半 部 的 .出 发 于 鞍点 5 的 分 界线 4 与 的 、w 极 限 


集 都 不 是 单一 的 奇 点 ,而 是 一 个 形 如 e 的 构图 。 其 次 ， 


h 5h 都 是 从 有 到 左 的 ， 由 此 可 见 ， 若 要 存 图 8.1 中 肯定 包含 环 
域内 境界 线 的 奇 闭 轨 线 的 存在 性 ,我 们 必须 既 推广 奇 点 的 概念 ,使 


T 可 被 看 成 一 个 广义 奇 点 ,又 推广 奇 闭 轨 线 的 概念 ,使 之 


适用 于 不 可 定向 的 情况 .下 面 我 们 就 先 来 做 这 两 方面 的 推广 工作 . 

设 有 方程 组 

$-Px, y), y= Q(z, y), (1) 

其 中 P.Q 连续 , 且 能 保证 满足 任何 初 值 条 件 的 解 的 存在 性 和 唯一 
性 。 又 设 方程 在 我 们 后 面 将 要 讨论 的 环 域 或 多 连通 区 城中 只 有 有 
REAA. 

下 面 先 引 进 内 外 广义 焦点 和 奇 闵 轨 线 的 定义 。 

定义 I 着 一 轴线 390 (或 =) 极限 集 QUAD 存在 且 有 界 ， 
Mir MANBA OAD, WER OCA) 为 外 广义 焦点 ， 并 
称 7 正 向 ( 负 向 ) 进 入 OCA). 如果 了 是 从 内 部 盘旋 逼近 OCA), 
则 称 QCA) 为 内 广义 焦点 2 

由 此 可 知 : 1) 通常 意义 下 的 焦点 是 外 广义 焦点 的 特例 。 有 


1》 当 此 定义 被 用 到 可 定向 曲面 上 轨 线 的 极限 集 时 ， 内 外 的 概念 只 能 是 相对 的 > 
而 对 于 不 可 定向 曲面 上 轨 线 的 ,不 同 伦 于 零 的 极限 集 工 , 刚 工 只 能 是 9 R 4p 
而 无 内 外 之 分 了 ， 


gne 


时 我 们 也 把 结 点 着 成 外 广义 焦点 。2) 极 限 环 既是 外 广义 焦点 ， 又 
是 内 广义 焦点 。3)》 图 8.2 与 8.3 说 明 外 广义 焦点 与 内 广义 焦点 可 
以 相互 包含 而 不 一 致 (作为 点 集 看 待 )。 图 8.4 说 明 内 广义 做 点 可 
以 不 是 外 广义 焦点 。 当 然 , 反 过 来 的 例子 也 是 有 的 . 


BE 8.2 B 8.3 图 8.4 
已 知 通 常 的 焦点 或 结 点 的 指标 都 是 十 1, 极限 环 内 部 的 奇 点 
指标 总 和 也 是 十 1。 今 证 广义 焦点 也 具有 同样 的 性 质 : 
3[328 1. 位 于 外 广义 焦点 的 境界 上 以 及 其 内 部 的 一 切 普通 奇 
点 的 指标 之 和 等 于 十 1。 位 于 内 广义 焦点 内 部 的 一 切 普通 奇 点 的 
指标 之 和 也 等 于 十 1, 
证 。 我 们 仅 就 外 广义 焦点 来 证 明 此 引 理 ,对 于 内 广义 焦点 ,证 
了 明 是 一 样 的 。 显 然 可 见 ， 不 妨 假定 在 所 讨论 的 外 广义 焦点 上 既 有 
常 点 又 有 普通 的 奇 点 , 今 在 其 上 任 取 一 常 点 8, 过 8 作 方 程 (1) 的 
轨 线 的 外 向 横 鹤 线 自 QE (图 8.5)。 只 要 DE LBA RRRA 
民 总 存在 。 由 向 量 场 的 连续 性 知道 存在 2 的 5 邻 域 ， 使 得 对 其 中 
任意 两 点 ,由 (1) 在 此 两 点 所 确定 的 向 量 的 方向 之 差 小 于 二 。 不 


妨 设 这 个 外 广义 焦点 是 正 向 外 稳定 的 。 于 是 在 OE 上 可 以 取 到 位 
To» 邻 域 中 且 与 2 足够 接近 的 常 点 P， 使 得 过 P 的 方程 (1) H 
线 ! 当 + 增加 时 将 从 外 部 绕 广 义 焦点 一 周 后 再 次 与 OP 交 于 一 点 
P'。 今 在 P 和 P 邻近 用 位 于 8 AUCURDCIEILEHE 1 在 P 以 后 的 
MAEA P 以 前 的 弧 分 别 与 线 下 PF 光滑 地 连接 起 来 , 设 连接 点 
依次 为 4, B. C, (EEI ABC, 其 切线 方向 的 改变 量 小 于 =。 


BU 


re a te RS Hs 


图 8.5 


LEKHA h ABC 与 1 上 的 弧 CM 所 构成 的 闭 曲线 工 和 广义 焦 
点 之 闻 没 有 (D) 的 其 它 奇 点 。 

今 定 义 一 新 的 向 量 场 VY 使 它 以 工 为 团 轨 线 ， 于 是 工 关 于 VO 
的 指标 为 十 1。 要 知道 工 关于 由 《1) 所 定义 的 老 向 量 场 了 的 指标 ， 
只 须 查看 当 一 点 沿 二 走 一 周 时 新 老 向 量 场 方向 的 改变 量 之 差 

显 见 沿 ! 上 的 ÓMABLV 5V' ihik- B fiie 3t BE ABC , 改 
变量 之 差 或 为 0， 或 为 2x 的 非 零 整数 倍 。 但 由 前 面 所 说 的 可 知 
后 一 情况 不 可 能 出 现 ,从 而 洛 着 ABC 两 向 最 场 的 方向 改变 量 之 
差 为 零 。 因 此 , 工 关于 VV 的 指标 也 是 H., 故 由 指标 的 性 质 知 道 : 
位 于 此 外 广义 焦点 的 境界 线 上 以 及 其 内 部 的 一 切 普通 奇 点 的 指标 
之 和 等 于 十 1, 引 理 得 证 ， 

推论 。 位 于 内 广义 焦点 上 的 以 及 它 外 部 一 著 普通 奇 点 的 指标 
之 和 也 是 十 1。 位 于 外 广义 焦点 外 部 的 一 切 普 通 奇 点 的 指标 之 和 
也 是 十 1.2 

注意 : 这 里 我 们 假设 (D) 可 拓 广 为 整个 球面 上 的 动力 系统 或 
半球 面 上 的 动力 系统 ,使 得 对 无 限 远 奇 点 或 赤道 上 的 青 点 可 以 定 


1》 对 于 非 球 闸 的 可 定向 岗 曲 血 型 ， 此 推论 应 按 M HIS E ol ERI XU oi ub. 
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本 节 以 后 都 是 这 样 假定 的 . 

定义 2。 工 称 为 奇 闭 山 线 ， 如 果 它 是 由 方程 (1) HARNA 
点 (其 中 茶 些 可 以 是 广义 焦点 )， 以 及 有 限 条 两 端 进 入 奇 点 约 轨 线 
所 组 成 ;并 且 当 我 们 把 上 的 每 一 个 广义 焦点 看 成 球面 上 一 点 时 ， 
工 是 球面 上 的 单 闭 阳线 。 

例 1， 攻 3.1 的 奇 闭 轴线 上 有 一 个 鞍点 和 一 个 外 广义 焦点 .图 
8.2 与 34 中 的 内 广义 焦点 和 图 8.3 中 的 外 广义 焦点 也 可 看 成 奇 闭 
轨 线 ,但 8.2 中 的 外 广义 焦点 和 图 8.3 中 的 内 广义 焦点 却 不 能 看 成 
亲 闭 轴线， 击 些 可见， 广义 焦点 与 闭 或 奇 闭 轨 线 是 两 个 互相 独立 
的 概念 ,虽然 所 讨论 的 是 同一 个 点 集 。 当 称 之 为 闭 或 青 闭 轨 线 时 ， 
我 们 着 眼 于 此 点 集 本 身 在 动力 系统 中 的 性 质 ， 当 称 之 为 外 (内 ) 广 
义 焦点 时 ,我们 着 银 于 此 点 集 在 动力 系统 中 相对 寺 其 外 《内 ) 邻 域 

$2. 图 8.6 中 给 出 的 足 一 条 奇特 的 奇 闭 轨 线 工 . 它 由 一 个 通 
点 5, 两 条 从 鞍点 出 发 而 盘 近 一 个 内 广义 焦点 的 螺 线 ,以 及 PF 本 
身 所 构成 。 只 有 当下 向 外 缩 向 无 限 远 点 时 工 才 成 为 单 闭 曲线 。 此 
外 , F 的 内 域 被 工分 成 两 部 分 我们 可 以 随便 称 其 中 的 一 部 分 (如 
图 8.6 中 的 阴影 部 分 ) 为 工 的 内 部 , 另 一 部 分 便 称 为 工 的 外 部 。 而 
F 的 外 部 区 域 现在 只 能 称 为 广义 焦点 F 的 内 部 了 ， 

定义 3。 设 奇 点 0 不 是 广义 焦点 ,0 位 于 奇 闭 轴线 1 上 , 且 / 


满足 下 面 两 个 条 件 : 

D) 二 所 围 的 区 城内 部 不 含 奇 点 , 但 过 其 中 任 一 点 的 轨 线 的 两 
端 都 进入 奇 点 0. 在 上 踪 吕 以 外 可 能 还 有 其 它 表 点， 但 二 上 不 
同 轨 线 的 走向 都 是 一 致 的 


E] s.8 8.9 


2》 不 存在 与 上 有 相同 性 质 的 奇 闭 轨 钱 C, 使 ! 位 于 了 所 包 国 
的 区 域 中 . 

则 称 : 所 转 成 的 区 域 为 奇 点 0 的 一 个 最 大 三 贺 域 。 

0/3. 图 8.7 中 的 琳 逆 轨 OL O'l, 内 部 是 奇 点 O 的 一 个 最 大 
精 圆 域 。 图 8.8 中 的 奇 点 O 有 两 个 最 大 椭圆 域 , 它 们 的 边界 有 一 条 
公共 雪线 了 一 00, 但 0m0% EARNER, AREO REAR 
副 域 ，O 点 的 最 大 椭 贺 域 的 边界 上 也 可 能 不 含 任何 其 它 奇 点 ， 例 
如 图 8.9 中 的 1 的 内 部 便 是 D 点 的 一 个 最 大 权 贺 域 . 

以 后 凡 说 及 坷 点 的 可 贺 域 ， 我 们 所 指 的 都 是 晤 大 燃 贺 域 ， 这 
样 ， 对 于 奇 点 的 精 圆 域 ( 从 而 双 曲 域 ) 的 个 数 就 不 会 产生 不 同 的 计 
算 方法 ,并 且 可 以 保证 下 述 引 理 2 前 一 段 的 性 质 5) 成 立 ?， 凡 说 及 
， 双 则 域 与 抛物 域 时 ,也 是 指 最 大 炸 圆 域外 部 的 这 种 区 域 ， 

定义 4 设 0 是 普通 奇 点 ，! 是 一 条 跑 进 ( 或 跑 出 ) 0 的 抛物 
轨 线 ,如 果 在 不 计 抛物 域 的 情况 下 , 2 的 两 侧 都 是 汉 曲 域 ， 则 称 ? 
为 O 点 的 特殊 分 界线 ， 

例 4 图 8.10 与 图 8.11 中 的 1 与 了 都 是 0 点 的 特殊 分 界线 ; 

1) 有 时 奇 点 的 槛 图 坡 可 能 有 无 数 个 之 多 得 可 证 上 明 ， 与 以 此 奇 点 为 中 心 的 回 要 交 


的 至 多 为 有 限 个 ( 见 [13] 第 七 章 引 理 3.2), 从 而 每 一 商 点 的 最 大 稍 央 域 的 个 数 
也 是 有 限 的 ， : 
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图 8.12 


但 了 8.12 中 的 7". 与 图 8.8 中 的 了 都 不 是 O 点 的 特殊 分 界线 ; E 
然 , 后 者 是 O 的 特殊 分 界线 。 

在 图 8.10 中 虽然 ;所 在 的 抛物 域 中 的 每 一 条 抛物 线 都 是 0 
点 的 特殊 分 界线 ,但 我 们 以 后 直到 这 种 情况 时 都 只 取 其 中 一 条 来 
讨论 , 即 算 作 0 在 这 两 个 双 曲 域 之 间 只 有 一 条 特殊 分 界线 ， 但 是 
如 果 在 上 述 抛 物 域 中 有 两 条 较 线 从 0 胸 出 ,最 后 成 为 男 二 奇 点 (或 
另 一 奇 点 ) 的 特殊 分 界线 ,如 图 8.13 所 示 , 则 在 计算 此 图 中 的 特殊 
分 界线 的 条 数 时 , 我 们 算 作 0, O' 与 0” 都 各 有 一 条 ,入 此 总 共 是 
m. 

为 了 讨论 奇 点 的 指标 和 特殊 分 界线 的 条 数 之 间 的 关系 ， 需 要 
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图 8.14 图 8.15 


先 对 奇 点 邻近 的 轨 线 结构 进行 一 些 分 析 ， 今 把 奇 点 D 邻 域 中 除去 
5 个 枉 圆 域 以 后 所 得 到 的 诸 区 域 分 成 A,B,C 三 类 : 

L 4 类 域 一 一 它 的 两 条 境界 线 中 的 一 条 进入 0 , 另 一 条 离开 
0, 如 图 8.14 中 的 域 Ds, D;, D, 

2. B 类 域 一 一 它 的 两 条 境界 线 都 离开 O, 如 图 8.14 中 的 Da 
Ds, 

3. C 类 域 一 一 它 的 两 条 境界 线 都 进入 O, 如 图 8.14 中 的 Du, 
Ds, 

容易 看 出 ,关于 4， B,C 三 类 域 有 以 下 五 个 简单 性质: 

1) 任 一 4 类 域 中 必 含 奇数 个 双 曲 域 ， 设 其 含有 2k 十 1 个 双 
曲 域 ， 则 在 此 4 类 域 中 有 大 条 进入 CO 点 的 特殊 分 界线 和 大 条 离开 
0 点 的 特殊 分 界线 . 

2) 任 一 8 (或 C) 类 域 必 会 偶数 个 双 曲 域 。 设 它 含 及 
(4 之 0) 个 双 曲 域 ， 则 其 中 有 条 进入 (离开 ) O 的 特殊 分 界线 ， 
一 1 条 离开 ( 进 人 7) 0 点 的 特殊 分 界线 。 有 或 C 类 域 也 可 能 不 仿 
双 曲 域 和 特殊 分 界线 ， 

3) B 类 域 与 C 类 域 的 个 数 相同 。 当 不 计 ARR B RRS 
c 类 域 相 间 地 循环 排列 着 。 
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4) A, B, C 三 类 区 域 的 个 数 之 和 等 于 禄 贺 域 的 个 数 ? 

5) 从 吕 点 跑 出 的 特殊 分 界线 1 如 果 最 后 又 进 人 0( 不 一 定 作 
为 特殊 分 界线 ), 则 在 它 所 包围 的 区 域内 部 必 存 在 奇 点 .( 对 于 进 人 
o 的 特殊 分 界线 ,情况 也 是 如 此 )。 这 是 因为 如 果 在 工 所 包围 的 区 
域 中 不 含 奇 点 ， 则 i 或 是 位 于 某 一 最 大 椭 贺 域 中 . 《如 图 8.7 中 的 
i,)， 或 是 它 自 己 就 是 某 一 最 大 椭圆 域 的 边界 (如 图 8.9 中 的 站), 

下 面 介 绍 确定 琳 点 的 指标 和 它 的 特殊 分 界线 的 条 数 之 间 的 关 
系 的 两 个 引 理 。 

引 理 2。 设 普通 奇 点 0 的 指标 为 K, 从 O 跑 出 ( 跑 进 ) 的 特殊 
分 界线 的 条 数 为 NONO), W 
一 玉 十 1,， %4 KS0 时 ， 
0, 当 KI» 0 时 . 


证 ， 显 然 只 须 证 明 前 一 不 等 式 ， 为 此 ,注意 ,在 不 计 坷 点 o 的 
椭圆 域 的 情况 之 下 ， 进 入 的 特殊 分 界线 与 跑 出 0 的 特殊 分 界线 
是 循环 相 疗 的。 因而 其 总 数 是 相等 的 , 今 由 指标 公式 有 


ERP 
G. 


N(NÓ zm l (2) 


K=i+ 


Hpo o SUBEST ER. v REO ARBRIT. BEE 
v= g -+ 2? — 2K 22-—2K, 
故 至 少 有 Y — K IER AY RAE PLUS (GRE) DO ， 这 就 是 我 们 所 要 证 
明 的 不 等 式 。 特 别 地 , 当 一 0 时 N— N —1—K, 
3]38 3. 设 在 某 一 区 域内 有 = 个 奇 点 ， 它 们 的 指标 之 和 为 
天 ， 设 从 = 个 奇 点 跑 出 ( 跑 进 ) 的 特殊 分 界线 的 条 数 为 NW), Ri 
| N(N') zn — K, (3) 
证 . 设 * 个 奇 点 的 指标 由 下 表 确 定 . 


1) 在 图 3.7 中, TUE o Ah. WEHA ARRESKA): 一 
AB Zh -AC 类 域 ; 营 取 最 大 椭 苞 域 01,0'1,， 见 除了 它 区 外 ， 余 下 的 是 一 
^ AR 
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应 用 引 理 2 的 不 等 式 可 得 


N(N') 2x ay t 20 H- 30 a H (Ros 
—3-2e.:---(h—1),- nK 
Zs—K. 

注意 ， 设 # 个 奇 点 中 指标 为 十 1 SEAHSTT,NHEMKDrT 

时 引 理 中 所 得 的 不 等 式 还 可 以 改进 为 
(2s — K— r+ 0j2, 

其 中 i 一 0， 当 KK 一 7 为 偶数 时 ; i 一 1， 当 KK 一 7 为 奇数 时 . 

现在 证 明 本 节 的 第 一 个 主要 定理 

定理 1。 设 奇 闭 轨 线 1 上 有 5 个 广义 焦点 ， 丰 个 非 广 义 焦 点 
0,, Otte, 0+。 所 包 图 的 区 域 记 为 D. 记 D— DUL WE 
O; 的 位 于 DD 内 部 的 B 类 和 C 羔 域 之 中 不 含 双 曲 域 者 总 共有 坟 个 . 
但 这 里 约定 , ? 对 于 每 一 0; 来 说 都 被 看 成 是 科 历 域 的 边界 。 设 从 
诸 奇 点 0; BRI SUUS Rt O; 的 ,位 于 DD 内 部 的 特殊 分 界线 一 共有 
条， 那么 了 内 一 切 奇 点 的 指标 的 总 和 是 


indD = i (4) 
例 5。 在 图 8.13 中 ， 
一 0,m 二 1,，P=3 故 indD 一 2， 
这 下 DD 内 部 有 两 个 焦点 可 以 和 证实， 


在 图 8.15 中 ， 


1) 在 这 定理 中 结 点 可 以 年 为 广义 焦点 ， 也 可 以 作为 非 广 文 焦点。 (4) 式 中 的 
Am) 在 前 一 情况 比拟 一 情况 大 (小 )1* 故 (427 式 的 值 不 变 ， 


* 122* 


m-—1,p—1,h-9, ind D= 1, 
这 由 DD 内 部 只 有 一 个 焦点 可 以 证 实 . 
在 留 8.8 h, 
p—1,m-—3, k= 0, ind D — 0, 
D 内 部 无 奇 点 。 
定理 1 的 证 明 。 设 奇 闭 轨 线 i 如 图 8.16 所 示 。 今 作 一 条 位 
于 DD 内 部 而 与 1 足够 接近 的 光滑 曲线 工 ， 使 得 工 与 ! 之 闻 没 有 方 
程 (1) EE 


pr3,mc-c1,5^-2, inóD —1 
图 8.16 


L c — BS Bt CHE HR) AR He P 2 [RI Sc SR B OGERE f. 
ERSLAAK AHER, RA 8.5 中 的 ABC SBREONSEX. 方程 
(1) SET D FISRS E edits DUREE LANHA IRE — PEINT, 
(1) 所 确定 的 向 量 场 的 方向 的 改变 量 的 积累 . 今 作 一 辅助 向 量 场 ， 
使 包 以 蕊 为 闭 轨 线 , 则 新 向 量 场 沿 工 的 改变 景 为 2x。 已 知 在 LK 上 
的 号 线 部 分 新 间 向 量 场 改变 量 之 差 为 零 ， 因 此 ,只 要 查看 当 点 跑 
过 各 实 线段 时 ,新 旧 辐 量 场 的 改变 量 之 差 ,就 可 算出 当 点 沿 着 工 的 
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正 疝 走 一 图 时 , 旧 向 量 的 改变 量 的 积累 . 它 应 是 22 的 整数 倍 ， 以 
2x 除 之 , 即 可 得 到 方程 (1) ELAR, CREE DARI -DA 
点 的 指标 之 和 了 。 

应 用 [13] 第 七 章 $ 9 证明 Bendixson 指标 公式 时 所 用 的 方 
法 ,容易 得 到 下 列 儿 条 结论 : 

1. 当 工 越过 不 含 双 曲 域 的 8 或 C 类 域 时 ， 新 向 盟 的 改变 量 比 
IRI RES BU OR SE Ec HET x, 

2. 3i Lf ER IL ex fu xe EOS E LER, REZ, WURST IR IRE E 
场 的 改变 量 之 差 为 零 。 

3. 当世 越过 特殊 分 界线 时 ， 新 向 量 场 的 改变 量 比 阿 向 量 场 的 
改变 量 减 少 r, 

4. 当 工 通过 广义 焦点 时 ， 新 向 量 场 的 改变 量 比 旧 启 量 场 的 改 
变量 增加 x. 

由 此 可 知 , 当 动 点 沿 上 北上 时 针 方 向 走 一 圈 时 ,方程 (1) 所 确定 
的 向 量 场 的 改变 量 为 

2x + (p— m — h)m, 
以 2x 除 之 , 即 得 
ind p e 14 £—m—5, 


fN6. 在 图 8.17 中 ， 


ph—0,m-—2, find D — 0, 
在 图 8.18 rp, 


Im 
| 


o 


图 3.17 Hi 8.15 
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Hj 8.19 po 3.20 


p—0,m-—h-—0, ik inádD-—1, 

在 图 8.19 H, 

— m-—1,h-0, 故 ind D — 1, 

Hj 8.18 55 8.19 中 的 1 XR MERO FRE RARHEA OAIR ER 分 
RE. 由 于 在 这 两 种 情况 都 有 ind D — 1, AME DIASUDS» 
点 ， 

$807. 把 图 8.6 中 两 条 分 界线 所 转 的 阴影 区 域 以 及 内 广义 焦 
A F ENA EHLER LERIA 88 D, 3] p =k — 1, m0, ik 
ind D = 1, D 内 部 应 有 奇 点 。 如 果 只 有 一 个 ， 则 其 指标 应 等 于 
4-1. 

$58. 在 L681, [69] 中 定义 oa) BA: 动力 系统 的 -- 条 奇 
PEL I, HEA KS RERURI & TRE AEEA 它们 彼此 
相间 地 排列 着 ,如 图 8.20 所 示 ; 并 证 明 它 在 其 内 外 半 环 状 邻 域 中 答 
有 一 单 闭 昌 线 截 痕 ， 使 凡 轨 线 与 之 相交 者 部 从 半 环 状 域 的 外 (内 ) 
部 进入 (有 跑 出 ) 其 内 (外 ) 部 ,仿照 定义 1 我 们 不 妨 称 这 种 ola) HE 
为 广义 稳定 《不 稳定 ) 结 点 ， 它 既是 外 广义 结 点 ,也 是 内 广义 结 点 . 
SAEIA E p—k.h—0,m-k, 从 而 ind D* 一 1。 

由 于 广义 结 点 与 广义 焦点 的 性 质 类 似 ， 改 在 定理 1 的 奇 闭 轨 
线 上 上 原来 的 # 个 广义 焦点 之 中 也 可 以 有 几 个 是 广义 结 点 ， 而 定 

瑞 的 结论 不 变 ， 但 应 注意 ; 如果 把 图 3.20 中 的 7" 作为 图 8.16 中 
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SIBI 上 的 一 个 广义 结 点 看 待 , 则 整个 上 * 应 视 为 1 上 的 一 
“广义 ”点 ， 而 不 应 把 # 的 一 部 分 轨 线 作为 1 的 一 部 分 轨 线 看 待 ; 
否则 ,在 《4) 中 的 pom. 的 值 就 要 另行 计算 了 ， 
为 了 和 以 后 将 要 介绍 的 其 它 类 似 的 公式 有 所 区 别 ， 现 在 把 公 
式 (4) 改写 为 
ind D — 1 + Bo mh (5) 
定理 2 在 定理 1 的 条 件 之 下 , DUSEUSDRAIE AR 2I 可 表 
为 
indD 14 "tat, (6) 


其 中 va 与 an 分别 表示 二 上 大 个 非 广义 焦点 0: 01,777 Ok ÀI, 
位 于 尼 内 部 的 双 曲 域 的 总 数 与 李 圆 瑾 的 总 数 ， 
证 。 对 于 任 一 非 焦点 , 非 结 点 类 型 的 页 点 ,已 知 THRESH 
总 数 为 
g = g4 + aa t dc, 
EP o4, 25, 0c SIERRA A, B,C 类 域 的 总 数 ， 但 
已 知 任 一 4 类 域 ,或 任 一 合 双 曲 城 的 8 或 C 类 域 中 , 双 曲 域 的 个 数 
等 于 其 中 特殊 分 界线 的 条 数 加 1; 而 不 合 双 曲 域 的 8 或 C 类 域 中 
则 无 特殊 分 界线 ， 故 由 上 式 立 刻 得 到 
g-v—pdm, 
其 中 ?与 > 分 别 表示 这 一 奇 点 的 特殊 分 界线 的 条 数 和 双 曲 域 的 总 
数 , 吉 表示 不 含 双 曲 域 的 8 及 C5 类 域 的 总 数 。 上 式 又 可 改写 为 
p—m-v—e, (7) 
注意 1: CO 式 对 焦点 与 结 点 也 成 立 ， 这 时 有 p—m—v— 
5 一 0。 对 于 半点 则 有 p= r,e = m= D, 
注意 2: 利用 《7) 式 可 以 把 Bendixson 关于 奇 点 的 指标 公式 
改写 为 


ind 0 i PL. (8) 
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为 了 证 明 C6) 式 ,我 们 把 它 和 (5) 式 比 较 , 就 知道 只 须 对 了 上 

每 一 既 非 焦点 又 非 结 点 的 普通 奇 点 O 证 明 下 式 成 立即 可 . 
Da — m&-—»—s&—i (9) 

这 里 右上 角 的 表示 仅 对 奇 点 而 言 。 

一 般 来 说 , 奇 点 口 的 椭圆 域 与 双 曲 域 有 一 部 分 在 九 内 部 , 另 一 
部 分 在 刀 外 部 ,下 面 分 两 种 情况 来 讨论 。 

1. 设 上 的 胃 线 从 一 边 进 入 0 ， 而 从 另 一 边 离开 O。 由 于 我 
们 只 研究 马 内 部 的 pom, osv 之 间 的 关系 , 故 这 时 不 妨 把 0 的 位 
于 刀 外 部 的 邻 域 看 成 是 由 -一 个 双 曲 域 所 构成 ， 它 的 境界 线 就 是 轧 
如 图 8.21 所 示 ?. 对 它 应 用 公式 (7), 可 得 


p? — m? = p? — o, (10) 
但 容易 看 由 ,现在 有 : 
P?— ph tl, m? =m mg — l, plni tl, 0° = 95, 
RA C10) 式 , 即 得 
pA — ma = v&— ds — l. (9) 
2. WE : F3 8975 IRE PA ADEST (EXE A) O、 这 时 不 妨 把 
的 位 于 局 外 部 的 邻 域 看 成 是 一 个 抛物 域 ， 它 以 7 为 境界 线 ， 如 


1) 这 里 仅仅 是 为 了 画图 方 使 ?其 实在 任何 情况 了 《9 式 都 成 立 . 
IRT? 


图 8.22 所 示 。 于 是 有 
e? 一 cà, m? = mi — L, »? — và, p? — ps, 

RA CORK PEOR. 

UEEDRA—DARREO OAS APOR. WMRER 
计 浮 物 域 的 祖 况 之 下 ， 闪 中 有 两 个 双 曲 域 在 2 点 与 MWMW, 如 图 
8.23, 8.24 所 示 , 结 果 也 是 一 样 , 证 明 从 栈 。 

i8 (9) 式 关于 不 个 非 焦点 ， TEM GURURE AARM RA CG) 
A BRIE COIR, 定 埋 2 得 证 . 


图 $8.23 Ph 8.24 


MEEK, ATARAR ! 上 的 一 切 奇 点 的 指标 之 和 是 
h+ x( 422). a1) 


其 中 o; 与 v, 分 别 表示 O; ARMARE GNER aR, JEC) 
式 和 (6) REM RS 
定理 3。 位 于 到 内 部 以 及 上 上 的 一 切 奇 点 的 指标 之 和 为 
ind edt LE CE inte, (12) 


Va 与 0g 的 意义 与 Vh Fh Au. 
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£; (9, 可 证 对 2 ERU k DIRA AERA EUR. 
Pa — Ma v4— 04 — k, 
RA (12) 式 , 可 得 ind D 8933 — GISTEUT- (5) 的) 表达 式 
ind B — 1 + 8E fa, (13) 
当然 :此 式 亦 可 仿 定理 1 EBEUEHR. 
d C13) 式 减 去 (5) 式 ,可 得 (11) 式 的 另 一 表达 式 
ind(D — D) = k + 一， (14) 


Jr m 29 1. E—8) 8E FRBSACACCER SUIS BAC 类 域 的 总 和 ， ?为 
| 上 一 切 奇 点 的 特殊 分 界线 的 条 数 . 

由 《13) 以 及 球面 上 奇 点 指标 总 和 为 2 的 事实 可 得 D 外 部 奇 
点 指标 总 和 为 


ind D, = 2 — indD 一 1 十 如 一 ?4 (15) 
形式 与 (5) 完全 一 样 。 同 样 , 还 有 
inda =2~—indD=! pto Z 
=i itita m, (16) 


5 (12) 式 完全 一 样 。 

注意 : 公式 (12) 可 视 为 Bendixson 的 奇 点 指标 公式 的 推广 . 
但 由 于 天 十 二 > 1 时 马 有 内 点 ,而 当 忆 十 二 1 时 马 有 可 能 无 内 
JH. DHARRA. KREE (12) Suh k = 0, k — 1 而 得 
到 Bendixson sk, KERE, Ainii A = 0, k — 2 HD (E 8.25) 
缩 为 一 点 而 得 图 8.26 中 的 普通 奇 点 0, Mos D 30S 1, kA 2 
减 到 0, 而 

2 十 3 一 3 1 


nd 
2 2 


有 了 以 上 这 些 公式 以 后 ,现在 我 们 司 以 定义 广义 奇 点 了 。 
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Ve z Y 


图 8.25 8.26 


定义 5。 称 带 有 内 域 D 和 外 域 D 的 闭 或 奇 闭 轨 线 1 为 广义 
XE SQER ind D 为 此 广义 青 点 的 外 指标 , ind Da 为 其 内 指标 . 
引 理 1 证 明 外 广义 焦点 的 外 指标 为 十 1， 内 广义 焦点 的 内 指 
标 为 十 1. 例 8 证明 广义 结 点 的 外 指标 和 内 指标 都 等 于 十 1. 
注意 ; MRE 1 与 定义 5， 侯 平 对 广义 焦点 的 要 求 比 对 一 
般 广 义 奇 点 的 要 求 为 轻 ， 因 为 后 者 要 求 广义 奇 点 首先 必须 是 闭 或 
奇 闭 轨 线 ,而 这 二 者 都 必须 是 单 闭 曲 线 ( 见 定义 2), 而 对 前 者 则 无 
此 要 求 ， 例 如 图 8.2 中 的 外 广义 焦点 和 网 8.3 中 的 内 广义 焦点 都 
不 是 单 闭 曲线 .为 了 把 广义 焦点 纳 人 广义 奇 点 的 范畴 ， 我 们 可 以 
把 图 8.2 中 的 外 广义 焦点 看 成 是 一 条 具有 螺 状 内 域 了 PY BLUR 
l, CELEBRARA S 与 93， 它们 各 在 :外 部 带 有 两 个 双星 域 
和 一 个 椭圆 域 ,这样 , 如 果 按 公式 (02) 算 它 的 外 指标 , 仍 得 
0 十 2 十 2 一 +4 
2 
WEE, ABIDE 8.3 中 的 内 广义 焦点 看 成 是 一 条 具有 螺 状 内 
域 九 的 奇 闭 轨 线 1.0 ETE — IEEE S, SE 内 部 带 有 两 个 双 
曲 域 和 一 个 椭 图 域 .这 样 ,如 果 按 公式 (16) 算 它 的 内 指标 , 仍 得 
十 1 十 1 一 2 _ 
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ind 五 一 1 十 um], 
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nis ERARA I 向 内 缩 为 一 点 0, (5 RH 
8.25, 8.26 易 证 : t (12) 式 计 算 1 的 外 指标 等 于 按 Bendixson 公 
式 计算 0 的 指标 。 BPEL M: 上 奇 点 的 个 数 >2 时 ,将 其 中 两 奇 
点 缩合 成 一 背 点 , 则 不 外 乎 下 列 几 种 情况 ; 
+ 130。 
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(12) 中 表现 为 与 yx 都 减少 1, 故 指标 不 变 。 

2. 抛物 域 与 抛物 域 相 邻 ， 缩 合 的 结果 产生 一 个 椭 匣 域 。 在 
(12) 式 中 表现 为 万 十 盛 减少 1 ,而 ox 增加 1, 故 指标 不 变 ， 

3. 双 盟 域 与 双 曲 域 相 邻 ， 缩 合 的 结果 减少 了 一 个 双 曲 域 ， 在 
(12) 中 表现 为 十 外 减少 1, vy 也 减少 1, 故 指标 不 变 。 

4. 双 时 域 与 权 圆 域 相 邻 《实际 上 是 与 椭圆 域 旁 的 扼 物 域 相 
邻 ), 缩 合 的 结果 减少 一 个 双 曲 域 , 故 指标 不 变 ( 见 3))， 

最 后 , 当 1 上 只 剩 下 两 个 奇 点 0;, 0: 时 ,进一步 的 缩合 可 能 使 
消失 ,而 成 为 一 个 普通 奇 点 ， 如 从 图 8.25 变 到 图 8.26 那样 。 也 
可 能 1 成 为 在 其 寺 只 有 一 个 奇 点 0 的 奇 闭 轨 线 , 如 象 图 8.3 中 的 内 
广义 焦点 或 比 它 更 复杂 的 、 如 图 8.19 那样 的 奇 闭 轨 线 。 不 论 在 上 
述 那 一 种 情况 , 我 们 都 可 以 把 1 看 成 此 奇 点 0 的 一 个 枉 圆 域 ,从 而 
把 广义 奇 点 还 原 成 普通 奇 点 ， 但 应 注意 , 当 2 (其 上 有 唯一 的 奇 点 
0) 被 看 成 广义 奇 点 时 , 我 们 既 可 以 算 它 的 外 指标 ,还 可 以 算 它 的 
内 指标 .但 当 1 被 看 成 0 的 粮 贺 域 时 ,我 们 只 能 算 O 的 指标 , 它 就 
等 于 1 的 外 指标 . 

由 于 当 广 义 青 点 按 上 法 缩 为 一 普通 奇 点 时 ， 其 特殊 分 界线 的 
条 数 只 会 减少 ,不 会 增加 ,所 以 前 面 的 引 理 2 与 引 理 3 对 广义 奇 点 
仍然 成 立 。 因 此 ,完全 可 以 把 广义 奇 点 和 普通 霖 点 一 样 看 待 ,并 且 
借 此 可 以 把 阁 闭 轨 线 的 定义 推广 ， 使 在 定义 2 中 的 奇 闭 轨 线 工 上 
除了 普通 奇 点 ,广义 焦点 ,广义 结 点 区 外 ,也 可 以 有 其 它 广义 奇 点 . 
对 于 这 种 奇 闭 轨 线 L, EE 1 依然 成 立 .不 过 在 计算 pa R ma 的 
值 时 ， 应 当 把 王 上 的 一 切 广 义 资 点 O 缩 成 一 个 普通 奇 点 后 再 来 
计算 。 至 于 4 的 值 则 与 0; 是 否 收缩 无 关 。 

定理 4。 设 有 ?个 奇 点 (” 是 正 整 数 )， 天 之 0 是 整数 。 如 果 
# 十 天 一 1 条 轨 线 中 的 每 一 条 轨 线 其 两 端 都 进 人 这 些 奇 点 ， 则 它 
们 至 少 构成 六 条 奇 闭 轨 线 。 如 果 人 恰好 构成 玉 条 ， 则 所 有 这 些 奇 点 
和 热线 一 起 构成 一 个 连通 集 。 

这 定理 可 用 归纳 法 来 证 明 , 先 国定 天 , 对 n 用 归纳 法 , 再 固定 
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注意 : 该 定理 不 仅 适 用 于 平面 上 的 吾 点 与 轨 线 ， 而 且 也 适用 
于 曲 首 上 的 或 冯 维 空间 中 的 奇 点 与 雪线 。 7 

定理 5。 设 方程 (1) 满足 本 节 开 始 时 的 那些 条 件 ， 此 外 再 设 
(D) 的 过 环 域 RR 的 境界 点 的 轨 线 当 : 增加 时 都 进 人 R, NR IDEE 
少 存在 一 条 包含 内 境界 线 在 其 内 部 的 闭 或 奇 闭 轨 线 ， 

证 。 由 于 ”个 奇 点 的 指标 之 和 为 零 , 故 由 引 理 3, 从 这 *# 个 奇 
点 这 少 哆 出 + 条 特殊 分 界线 ， 它 们 都 不 能 胸 出 R， 因 此 每 -- 条 的 
和 极限 集 都 在 RR 中 。 如 果 在 这 些 。 极 限 集中 存在 包含 R 的 内 境界 
线 在 其 内 部 的 闭 或 奇 闭 轨 线 , 则 定理 得 证 ， 否 则 ,我 们 首先 证 明 : 

在 中 中 至 少 存在 一 条 不 是 闭 轨 线 的 奇 闭 轨 线 "。 

事实 上 ， 这 时 民 中 的 奇 点 不 可 能 爹 部 位 于 (之 0) 个 外 广 
XRA Ts Tur Th 之 上 或 其 内 部 ,而 这 些 D; 又 都 不 包含 R 的 
内 境界 线 在 其 内 部 ， 因 车 如 此 ， 则 尺 中 的 奇 点 的 指标 之 和 将 不 等 
于 零 了 。 又 不 妨 假定 如 果 有 外 广义 焦点 Ti, Tus rc Ta 存在 的 
话 , 则 它们 互 不 包含 ,否则 ,我 们 只 须 考虑 位 于 最 外 面 的 那些 Pi 好 
了 .这 样 , R 中 的 青 点 可 以 分 成 两 类 : 一 类 奇 点 位 于 茶 些 不 包含 RR 
的 内 境界 线 在 其 内 部 的 外 广义 焦点 To Pus rs, Ty 之 上 或 其 内 
部 ; 另 一 类 奇 点 (必定 存在 ) 则 不 在 任何 T; 之 上 或 其 内 部 。 

把 Ds, Fis tts T, 看 成 È 个 新 的 奇 点 ,其 中 每 一 个 的 外 指标 
都 是 1, 则 RR 中 将 有 marma k 个 广义 奇 点 ， 它 们 的 指标 之 
和 仍 为 零 。 因 而 根据 引 理 3, 从 这 w 个 奇 点 至 少 跑 出 同样 数 昌 的 特 
殊 分 界线 ， 实 际 上 ,特殊 分 界线 都 是 从 工 ,，,-…,T# Mhm — k 
个 普通 奇 点 跑 出 来 的 。 若 它们 最 后 都 进入 这 嫩 个 奇 点 ， 则 由 定理 
4 知道 至 少 构成 一 条 奇 闭 轨 线 了 "。 否 则 ;至 少 存在 一 条 特殊 分 界 
线 , 它 的 w 极 限 集 为 一 内 广义 焦点 (但 非 外 广义 焦点 )。 这 时 ,此 内 
广义 焦点 本 身 或 是 它 的 一 部 分 必 为 一 毒 闭 困 线 T. 

WET 已 包含 尺 的 内 境界 线 在 其 内 部 ， 则 定理 得 证 。 否 则 ， 
可 以 把 Pr 看 成 一 个 新 的 广义 琳 点 , 它 上 面 以 及 内 部 所 含 的 家 点 必 
多 于 一 个 。 这 是 因为 : 1) 引 理 2 前 面 关 于 特殊 分 界线 的 性 质 5 对 
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广义 奇 点 同 祥 成 立 。 因 此 ,如 果 上 述 的 开 是 从 - WPALP 出 发 而 重 
Briss P R9. T' 上 及 其 内 部 至 少 有 两 个 青 点 。2) 若 了 是 内 广 
义 焦点 而 非 外 广义 焦点 ; 则 TT" 上 面 以 及 名 的 内 部 也 至 少 有 两 个 奇 
点 。 这 样 ， 我 们 在 中 所 得 到 的 广义 奇 点 (包括 普通 奇 点 ) 的 数目 
至 少 比 man) 少 一 个 。 

对 这 些 广义 奇 点 应 用 前 面 一 样 的 推理 ， 我 们 或 是 得 到 一 个 包 
含 刀 的 内 境界 线 在 其 内 部 的 奇 闭 饥 线 , 或 是 得 到 又 一 条 新 的 ,不 含 
尽 的 内 境界 线 在 其 内 部 的 奇 闭 轨 线 ， 在 它 上 面 以 及 内 部 含有 多 于 
一 个 4 旧 的 ?广义 奇 点 (包括 普通 奇 点 作为 特例 )， 由 于 刃 中 只 含有 
限 多 个 奇 点 ,所 以 经 过 最 多 2 次 步骤 以 后 ,或 是 得 到 一 条 我 们 所 咒 
要 的 奇 闭 轨 线 ， 或 是 得 到 一 条 不 含 尽 的 内 境 春 线 在 其 内 部 的 奇 闭 
轨 线 全， 在 它 上 面 以 及 内 部 含有 RR 中 的 全 部 普通 奇 点 ， 因 而 的 
指标 为 零 。 由 引 理 2, 从 向 外 至 少 跑 出 一 条 特殊 分 界线 1， 若 ! 
的 @ 极 限 集 是 包含 RR 的 内 境界 线 在 其 内 部 的 闭 或 奇 闭 轨 线 ?, 则 定 
理 已 得 证 明 。 或 者 i 重 又 回 到 工 ， 由 于 前 述 的 性 质 3， 5r Z 
闻 必 包 合 新 的 育 点 ,所 以 I 必定 要 环绕 RR 的 内 境界 线 , 这 时 了 与 ! 
一 起 就 构成 所 需要 的 奇 闭 轨 线 ,定理 证 毕 。 

注意 1; 虽然 在 定理 的 证 明 过 程 中 我 们 曾 多 次 把 旧 的 奇 闭 轨 
线 看 成 新 的 广义 奇 点 ， 但 只 要 一 条 音 闭 轨 线 了 上 的 各 段 轨 线 的 走 
向 不 一 致 (例如 T 上 有 两 个 相 邻 的 焦点 , 结 点 或 广义 焦点 ), 则 TT 就 
不 可 能 被 看 成 新 的 广义 焦点 .因此 当 了 被 看 成 新 的 奇 诸 轨 线 上 
的 新 广义 奇 点 时 ， 进 入 (或 从 它 胞 出 ) 的 特殊 分 界线 必 进 入 上 的 
一 个 普通 奇 点 或 广义 焦点 (或 从 这 种 点 跑 出 )。 按 照 这 一 分 析 可 知 
定理 5 证 明 中 最 后 得 到 的 奇 闭 轴线 的 构图 人 坊 应 类 似 于 图 8.16 中 的 
l, 不 会 复杂 到 那里 去 。 

注意 2: 让 奇 点 概念 与 奇 闭 轨 线 概 念 的 推广 以 及 本 定理 的 下 
明 过 程 。 可 以 看 出 : 微分 方程 定性 理论 中 的 局 部 性 项 与 大 范围 性 
质 这 两 者 之 间 并 无 截然 的 界限 ， 二 者 是 可 以 通过 适当 的 方式 统一 

1) 车 ! 的 @ 极 痕 集 蚌 内 广义 熊 点 ; 它 只 含 三 而 不 含 R 的 内 境 下 线 ; 则 其 内 部 的 商 点 
TRA 20 9 533] NFE. 
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起 来 的 .我 们 不 但 期 望 本 节 的 主要 定理 ,而 且 也 期 望 本 节 中 的 轧 想 
方法 能 在 曲面 动力 系统 的 定性 理论 得 到 更 广泛 的 应 用 ?”。 

现在 再 把 定理 5 推广 型 多 连通 区 域 去 ; 

定理 6, 设 R。 是 有 mr 一 1 个 洞 的 平 血 普 连 通 域 , mz» 3. E 
Jj fe C1) 中 凡 与 Rs 的 边界 相遇 的 轨 线 ,都 从 尺 。 的 外 部 进入 其 内 
部 , 则 在 Rs 中 至 少 存在 凡 一 1 条 这 样 的 闭 或 育 闭 轨 线 , 使 得 从 其 
HER mO m «m — 1) 条 出 来 , 部 不 可 能 由 它们 图 成 一 个 
全 部 属于 R. 的 区 域 ， 

证 ， 首 先 证 明 RR。 中 至 少 存 在 一 条 闭 威 奇 闭 轨 线 , 它 的 内 部 
至 少 含有 Rw 的 一 个 润 。 

设 Re 的 光一 1 ^r Ce 现在 把 G;,--*. Gua 
填 满 ， 对 所 得 到 的 双 连 通 域 R, 应 用 定理 5， 即 得 一 条 包含 洞 C. 
在 其 内 部 的 闭 或 奇 闭 轨 线 Ti。 如 果 ,全 部 位 于 Re 内 部 ， 则 结 
CE WR D. 通过 某 一 个 洞 G;《 可 能 还 通过 其 它 的 洞 )， 那 
么 把 除了 G; 以 外 的 其 它 m — 2 个 洞 填 满 ， 对 所 得 到 的 双 连 通 域 
Ri 应 用 定理 5， 可 知 R 中 必 存 在 一 条 包含 G 在 其 内 部 的 闭 或 奇 
HHR T, WE DURAS D. 相 过 , 则 显然 Ti 已 把 Gi 和 Gi 部 包含 
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1) 最 近 在 王 现 “关于 Lienerd 型 系统 之 极限 环 "一 文中 引进 : “有 指标 十 1 的 奇 
点 系 ?2 相当 于 外 广义 结 点 ) 的 概念 ， 并 推广 一 些 已 知 的 关于 板 限 环 的 存在 性 定 
理 到 包含 多 个 奇 点 的 极限 环 的 存在 攻 间 题 去 .由 此 可 见 冶 点 概念 的 推广 又 有 了 
新 的 用 处 . 


*134* 


在 它 的 内 部 了 。 如 果 rts TQdBoR. d dE [63] 附录 中 的 Cart- 
wright 定理 ,知道 存在 另 一 奇 闭 轨 线 T:， 它 是 由 D, 与 Pi 的 部 分 
绝 段 合并 起 来 而 构成 的 ,并 且 Ti 把 G 和 Gi 都 包含 在 它 的 内 部 了 
CH] 8.27). 

当 了 ;或 T; 全 部 位 于 Re 内 时 ， 结 论 得 证 。 否 则 ， 它 必定 还 
通过 只。 的 其 它 的 洞 。 于 是 又 可 按 前 述 步 又 处 理 ， 重 复 有 限 次 后 
必 能 得 到 一 条 全 部 位 于 Re 中 , 是 至 少 包含 Ru 的 一 个 润 的 闭 或 奇 
HR T. 

其 次 再 证 : 至 少 存 在 一 条 闭 或 奇 闭 轨 线 中 ， 它 的 内 部 只 包 
含 R.BJ—^ i. 

Xu, ASEBEERCSSUBUBIBRETHIEVR 了 。 如 果 它 内 部 只 含 
Rs 的 一 个 润 ， 则 可 到 它 为 TO. WET AREA Ra AIr AA 
2s rem—1. 不 妨 设 了 是 包含 这 * 个 洞 的 闭 或 奇 闭 轨 线 中 最 
内 部 的 一 个 。 现 在 把 T 看 成 是 球面 上 包含 无 限 远 点 的 一 个 广义 奇 
点 * 并 且 对 工 只 考虑 它 的 内 部 、 设 工 内 部 所 含 Re 中 的 奇 点 为 01， 
Oz tet On 现在 了 内 部 的 * 个 洞 所 含 的 奇 点 的 指标 总 和 为 >， 
故 球面 上 的 7 十 14A O c0; 的 指标 总 和 为 2—r« 
0。 由 引 理 3, 从 这 些 奇 点 跑 出 的 特殊 分 界线 不 少 于 

j4p1—(2—rn-—ic-tr—l1nicl 
条 。 于 是 仿 定理 5 的 证 明 ， 知 道 它们 至 少 构 成 一 条 奇 闭 轨 线 D. 
T 内 部 必 包 含 R. 的 润 , 且 其 个 数 应 少 于 ”个 (否则 将 和 了 的 定义 
HFE). 

如 果 ARRA Ra HAA EBIELSTI A, a ERE 
上 面 的 办 法 做 下 去 ， 最 多 经 过 w 一 1 次 以 后 必 能 得 到 只 合 Re 的 
ARHAR ARR TO, l 

最 后 来 证 明定 理 6 的 结论 ， 

为 此 ， 将 Rs 中 一 男 仅 含 一 个 洞 的 最 大 闭 或 音 闭 轨 线 DID 都 
看 成 广义 育 点 ， 称 之 为 一 级 特殊 广义 谓 点 ， 如 时 这 种 由 一 共有 
m — 1 个 , 则 定理 已 得 证 明 。 如 果 它 们 只 有 > 个，r <m—1 A 
它们 所 包含 的 7 个 润 为 G e Gne ER r AAD. EEA 
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m—r—14 8 Gea, Gw Bm ri RS, LES 
中 原来 的 奇 点 和 了 个 一 级 特殊 广义 奇 点 TID， e, TO, AREA 
点 应 用 前 两 段 的 推理 ， 知 道 至 少 存在 一 条 闭 或 禁闭 轨 线 DO, CU 
内 部 只 含 Ga. Gu 中 的 一 个 洞 Ge JE TO 内 部 不 含 
T 人 2 中 的 任何 一 个 ;并 且 也 不 以 TI, ---, T2? 中 的 任何 一 
个 作为 它 上 面 的 广义 奇 点 ; 则 中 MEFA DO, TP 21th, 
与 假设 矛盾 。 因 此 ，!2 除了 内 部 含有 洞 Gi 以 外 ,或 是 内 部 至 少 
还 含有 一 个 一 级 特殊 广义 奇 点 TP, 或 是 至 少 以 一 个 一 级 特殊 广 
义 奇 点 作为 它 上 面 的 一 个 奇 点 .我 们 称 了 为 二 级 特殊 广义 奇 点 。 
不 妨 设 DO 是 具有 此 种 性 质 的 闭 或 硕 闭 娄 线 中 的 最 大 者 ， 

如 果 全 部 一 级 与 二 级 特殊 广义 奇 点 共有 光一 1 个 ， 则 定理 已 
得 证 明 . 否则， 用 与 前 同样 的 推理 知 必 存 在 这 样 的 闭 或 奇 闭 胃 线 
T 仿 ， 它 的 内 部 仅 含 一 个 R。 的 ,不 含 于 一 级 与 二 级 特殊 广义 奇 点 
内 部 的 洞 , 并 且 或 是 T? 内 部 还 董 少 包含 一 个 二 级 特殊 广义 奇 点 ， 
或 是 DO 至 少 以 一 个 二 级 特殊 广义 坷 点 作为 它 上 面 的 一 个 广义 
奇 点 ， 我 们 称 了 ?为 三 级 特殊 广义 奇 点 。 由 于 RS rU m— I 
MAMAR TEBEA, MURZA m- 1 次 步 难以 后 就 可 以 
得 到 定理 的 证 上 明 。 如 上 所 得 到 的 一 1 条 闭 或 奇 闭 轨 线 满足 定理 
后 半 段 所 提 的 要 求 是 明显 的 。 

例 9 图 8.28 是 wr 二 4 的 一 种 精 况 ， 其 中 rT90(i—1,2,3) 
是 i 级 特殊 广义 奇 点 ，T 包 基 极 限 环 ,内 部 包含 R' 的 一 个 洞 。T 咏 
则 包含 第 二 个 洞 ， 且 其 上 有 一 个 和 散 点 和 一 个 一 级 特殊 广义 闸 点 
ro, rO ARRES T? 以 外 ,还 再 包含 了 第 三 个 洞 ， 在 了 上 
而 有 一 个 鞍点 和 一 个 了 人 

最 后 介绍 [691 中 所 给 出 的 定理 5 的 一 个 新 证 法 ,但 它 变 利 用 
前 几 节 的 知识 以 及 在 下 一 节 中 将 要 证 明 的 一 个 事实 作为 准备 知 
i. 
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部 那 一 块 , 贴 上 一 个 只 含 唯一 完全 厅 稳 定 奇 点 己 的 开 圆 盘 , 则 所 得 
的 动力 系统 在 RR 内 与 (1) 完全 一 致 ， 由 $9 定理 1 证 明 的 第 p 段 
知道 已 的 负 向 吸引 区 域 同 有 是 于 RP, 记 之 为 W(P)、 显 然 9N(P)C 
R. SBY C, 上 任 一 点 4 的 正 半 轨 道 p(9, 1+)。 由 [55] 第 六 
章 $3 定理 工 知道 ,如 果 (9, 1) 的 @ 极 限 集中 有 常 点 , 则 它 必 定 
是 正 向 轨道 稳定 的 ,就 是 说 ,能 找到 4 的 e 邻 域 ， 使 得 从 其 中 出 发 
的 任 一 轨 线 都 和 (9, 0) 有 相同 的 @ 极 限 集 。 因 此 , 现在 只 有 两 
种 可 能 性 : 

1. 对 任意 的 9e C1!，m(g,!) 都 是 正 向 轨道 稳定 的 。 注意 到 
平面 动力 系统 不 可 能 有 非 闭 的 忆 式 稳定 轨 线 、 由 有 限 覆 盖 定 理 知 
道 过 C, 上 一 切 点 的 轨 线 都 有 相同 的 w 极 限 集 ， 它 是 内 广义 焦点 
L, TA, LES C 在 其 内 部 。 这 时 动力 系统 在 C. 外 围 有 一 螺 
域 , 工 就 是 它 的 边界 . 

2. 存在 gi ECili m9 3,2, 8), E plg) 的 中 极限 集 是 
单个 奇 点 且 eC, 1) 为 轨道 不 稳定 (因为 R 内 部 只 有 有 限 个 奇 
点 ,所 以 这 种 g 也 只 有 有 限 个 )。 记 这 些 奇 点 为 pucr PA? 于 


1) 如 果 qua mp, t 十 oo， 且 扫 线 可 继续 在 p) 以 后 延长 把 p, 作为 
一 个 可 去 奇 点 ( 即 它 的 两 这 各 有 一 个 驳 曲 域 》 瑞 不 把 A pass pa ZA, 


. {37> 
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JST UE. Adieu. DI Cenap) CLA 8.29)， 其 两 条 
W plg 00 和 plg E 位 于 NGD 中 ,而 对 一 切 «4€ 60 
(pip. Flg, 1) 都 有 相同 的 极限 集 po 它 可 以 与 PP 或 p; 重合 ， 
也 可 以 是 男 一 奇 点 或 外 广义 焦点 。 Oppo 的 另 一 边 属 于 ONG), 
它 由 连结 po pi 与 pu 的 两 条 或 一 条 轨 线 段 构成 。 对 共 它 带 域 也 
有 同样 的 结论 。 玉 此 最 后 我 们 得 到 由 普通 奇 点 ， 可 能 还 有 外 广义 
焦点 | 
Dis Pizos £22 pas P357 ** Pas Phs Pi 

UL X Av E BeEDRUEL E IRL ERIR PV 它 显然 包含 C 
在 其 内 部 。 

注意 ; 若 对 多 连通 区 域 应 用 上 述 方法 ， 则 从 不 同 的 洞 C. 5 
€; 出 发 所 得 的 两 个 不 同 的 吸引 区 域 G 与 Gs 可 能 会 有 部 分 边界 
ER, 也 可 能 ON) 整个 成 为 ONC) 上 的 一 个 广义 焦点 ， 这 
由 图 8.28 很 容易 看 出 ， 丙 此 结论 不 如 定理 6 那样 好 。 此外， 定 
理 5 的 这 丙种 不 周 的 证 明基 于 完全 不 同 的 思想 方法 ， 而 前 一 种 方 
法 较 易 推广 到 曲面 上 去 ， 成 为 研究 曲面 上 同 伦 于 零 以 及 不 同 伦 于 
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Ai 

环 域 定 理 的 另 一 种 推广 方式 是 下 面 的 定理 c91: 

定理 7- 设 G 为 平面 上 一 单 连通 域 ， 使 得 对 由 (1) 所 定义 的 
动力 系统 的 轨 线 来 阅 ，G 的 境界 线 工 上 没有 童 点 ， 但 有 = 个 肉 切 


点 ，?3 个 外 切 点 。 则 G 内 部 奇 点 (假设 只 有 有 限 个 ) 的 指标 总 和 为 


pe LL a7) 


推广 到 多 连通 域 ,可 证 : 
EHS 设 忆 为 平面 上 湖 7 个 润 的 *# 十 1 连通 域 ， 其 它 与 定 
38 7 I8] , Jil 
TS MNT eri 
>, 一 上 T Eu A (18) 


利用 定理 8 可 容易 地 导出 Poincaré 定理 《§2, 定理 1) 在 可 
定向 闭 曲 面 情 况 的 一 个 新 的 证 明 。 为 此 ， 只 人 须 注 意 一 个 亏 烙 为 
^ 的 可 定向 闭 曲 面 可 视 为 有 4*# 个 润 的 球面 M7, 今 以 一 平面 = dn 
M’, (i x 与 每 一 个 油 都 相交 ,但 不 经 过 M? 上 动力 系统 的 奇 点 , 则 
得 两 个 平面 #* 十 1 连通 域 G 5 G. 对 它们 分 别 应 用 定理 8， 并 
注意 G1.(G;) 的 境界 线 上 的 内 切 点 正好 是 GG) 境界 线 上 的 外 
切 点 * 即 在 

S=) cop S 与 >a ee (19) 


中 有 一 2， 二 yp, KERAM, BI 
2j22— 2m. (20) 
附注 。 在 H. Poincaré 的 经 典 著作 1901§13 中 (17) 式 是 
作为 定义 写 出 的 ， 他 为 了 证 明 (20) 式 ,对 M* E- S RIA. 并 利用 
T [90] $ 4 的 相 切 理论 ,所 以 证 明 比 较 困 难 。《177) SX XE LAWR 
EREA AN, 其 产 格 证 明 可 以 在 [13] 第 九 章 中 找到 ， 
E] 8.30 是 一 个 实例 ,对 十 3 连通 域 G ,我 们 有 : 
8 一 4 8 一 4; v=o; 
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一 ~- 一 一 一 一 一 一 过 -一 
一 一 一 一 -一 -一 一 . 


从 而 


4 一 6 
一 1 一 2 十 一 一 
2 2 


一 一 2， 
VERB GU Big. 
对 于 G 的 左边 那个 洞 内 的 单 固 通 域 GC， 有 
z= 0, g= 0, v= 2, 
故 
, 90—2 
$j-1-4 m 一 0， 
C 中 有 一 高 阶 奇 点 ， 它 有 了 丙 个 双 曲 域 . 
[89] 中 还 注意 到 , HKR GRRL EHAR, WE LM 
过 动力 系统 的 背 点 ,或 是 工 有 一 自 是 轨 线 时 ,可 以 用 局 部 光滑 化 的 
办 法 把 角 点 换 成 非 角 点 ;把 订 点 看 成 是 普通 的 进 和 人 点 、 跑 出 点 ,一 、 
二 、… 重 外 切 点 或 内 切 点 《 视 奇 点 处 的 分 界线 与 工 的 根 对 位 置 而 
定 ) 抬 工 上 的 轨 线 段 看 成 是 进 人 或 跑 出 G 的 ， 则 定理 7 和 8 8955 
论 依然 成 立 。 
据 此 ,对 于 平 商 二 次 多项式 系统 所 定义 的 动力 系统 ,由 于 任 一 
直线 与 二 次 多 项 式 系统 的 轨 线 最 多 只 能 有 两 个 切 点 〈《 奇 点 作为 切 


11407 


点 看 待 )， 否 则 此 直线 本 身 必 为 轨 线 ( 见 [38] $ 11 引 理 11.1)。 我 
们 可 以 用 若干 直线 妥 连 接 所 有 的 有 限 远 和 无 限 远 奇 点 ， 从 而 得 到 
此 动力 系统 的 一 个 三 角 章 分 ， 这 种 三 角 剖 分 的 特点 是 : 每 一 个 三 
角形 的 项 点 都 是 奇 点 ,而 其 内 部 不 含 奇 点 , 除 此 以 外 ， 三 边 或 为 轨 
线 , 或 与 轨 线 处 处 横 截 相交 ; 不 仅 如 此 ,过 顶点 而 位 于 三 角形 内 部 
的 分 界线 的 去 向 是 完全 确定 的 。 称 此 种 三 角形 为 动力 系统 的 基本 
元 素 。 任 一 二 次 系统 所 定义 的 动力 系统 可 以 看 成 是 有 限 个 基本 元 
素 按 一 定 方式 的 组 合 。 从 这 种 观点 出 发 ， 看 来 要 解决 闭 轨 线 的 存 
在 性 和 个 数 仍 有 困难 。 但 要 解决 例如 “结构 稳定 无 环 的 二 次 系统 
的 相 图 到 底 有 几 种 不 同 的 拓扑 结构 ”( 一 个 尚 末 完 全 解决 的 问题 ， 
见 [38],$ 10) 也 许 是 有 希望 的 。 详 情 见 [93], 
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$ 9， 曲面 动力 系统 的 闭 轨 与 
奇 闭 轨 的 存在 性 


对 于 具有 任意 亏 格 的 可 定向 闭 曲面 上 有 奇 点 的 Ct RADR 
统 ， 研 究 其 回复 轨道 或 P 式 稳定 轨道 (以 闭 轨 为 其 特例 ) 的 存在 
人 性 问题 ， 首 先 见于 1972 年 R. J. Sacker 和 G. R. Sell 的 文 
章 吧 ， 但 他 们 的 条 件 太 强 ， 结 果 也 不 够 理想 。 1980 PARE 
研究 同一 问题 ,在 较 弱 的 条 件 下 得 到 更 好 的 结果 ;其 中 顺便 也 给 本 
书 $ 8 定理 5《 推 广 的 环 域 定理 ) 以 新 的 证 明 , 已 见于 $8 最后， 此 
后 ， 董 镇 喜 rac5 继 续 研 究 曲 面 动力 系统 周期 解 的 存在 性 问题 ， 并 
将 平面 多 连通 域 上 的 Poincar 上 Bendixson 定理 ($8 定理 67 推广 
到 曲面 上 去 。 最 近 ， 玉 德 明 中 又 对 闭 曲 面 上 非 零 伦 闭 轨 的 存在 性 
得 到 较 好 的 结果 。 韩 茂 安 吧 则 利用 $8 定理 6 对 PRE 上 连续 流 的 
闭 或 奇 闭 轨 线 的 存在 性 得 到 有 趣 的 结果 。 本 节 主 要 就 是 介绍 上 述 
四 人 的 部 分 结果 。 有 的 证 明太 长 ， 我 们 只 介绍 证 明 的 大 致 步 驰 或 
Mm. UTERE. 

设 亏 格 为 的 闭 曲面 M^ 上 的 C: Ef OUS RAOXUR ES. 
其 中 源 点 用 2,0, AR, WAM sos, AR, BAA o 
co RFR. 

ELL 设 P,@ AAA Ey 7 一 f(:,1) 满足 

lim fz,) = P,lim f(x,:) — Q, 
JU ER > 为 转移 轨道 , 称 P SEO 生成 转移 轨道 。 

定义 2 一 个 源 点 称 为 自由 源 点 ， 如 果 它 不 生成 转移 轨道 . 

定理 ij M^ 上 的 C 向 量 场 了 译 少 有 一 个 自由 源 点 P, 
又 不 存在 完全 由 上 鞍点 和 转移 轨道 组 成 的 ,并 且 同 伦 于 等 的 闭 曲线 ， 
WFE M^. 上 必 有 闭 轨 。 
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证 明 大 意 : 
L 设 己 的 负 向 吸引 区 域 为 
W == {x€ M*,Em f(r,:) = P}, 
因 P 为 负 向 渐 近 稳定 ， 故 在 仿 中 存在 Liapunov 函数 Ve). i2 
V, 一 V 《ec》 为 水 准 曲 线 , 则 Vex R 微分 同上 有 + 于 RNO SSX 
RM V. SEDIT S RFEA S 到 W chier uk A. 
h; 由 一 天 考取 ,大 是 处 处 横 截 于 流 的 (图 9.1). 


x* 


R? 


图 9.1 


易 证 斑 与 R AR. PXE, 4 p 是 R' 上 由 向 量 扬 YO) 一 
z 所 产生 的 流 . 对 rE R',x c9 0,UÀ (e) 记 使 


"Ies E = gplr(x) ,x) ES! 


的 : 值 . 令 FO) =P, FGO = f(—1() shr), B] F: Ri~>W 
RUSSE RS IER, 

困难 的 是 ,要 证 朋 存 定理 的 条 件 之 下 ，W BERENE, 

UL. 由 于 KK 是 流 的 模 截 线 , 故 对 歼 中 任 一 点 gP, ia.) gh 
到 天 外 部 以 后 不 再 回来 ,所 以 fq, I) 不 可 能 是 P+ 稳定 的 ;而 且 
它 也 不 可 能 成 为 其 它 P 式 稳定 非 闭 半 雪 的 报 跟 集 。 今 考察 这 种 
ia.) 的 这 极限 集 82, 有 下 列 两 种 可 能 : 

1) ORRA P' 与 P 稳定 非 闭 辆 线 。 这 时 由 $6 定理 11 
知道 妃 或 为 一 奇 点 ， 或 由 若干 个 奇 点 与 两 端 趋 于 奇 扎 的 开锁 线 组 
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BE. :R2O--RIMIELER. 但 由 定 建 中 的 假设 知 谱 前 两 种 宁 能 性 不 存 
在 ;而 最 后 一 种 引 能 人 狂 赔 说 明定 理 的 结论 成 立 。 

2) Q 中 含有 非 闭 的 P* (或 P7) 稳定 半 轨 Km, 1) (X 
fCém,10).. 我 们 要 证 明 这 情况 不 可 能 出 现 ， 

ll. 证 明 M^ 上 的 P+ 稳定 非 闭 半 轨 fon. O ESRR 
线 T 的 交集 非 空 ,但 在 T 上 尤 处 稠密 ， 则 当 它 与 别 的 截 线 相交 时 ， 
交点 也 是 无 处 稠密 的 . 

IV. 若 P+ 稳定 非 闭 半 轨 m, H) 与 截 线 工 的 交点 在 了 -上 
处 处 稠密 ,又 mdt) EAT H) Bo 极限 集 , 则 fOe) 亦 为 
P+ 稳定 (8$6, 定 理 5)， 

V. Ej (IH RDIV 知道 AF I 中 的 fq, D AE OP* 稳 
3E, 故 若 Ia 0) 的 % 秘 限 集 98 中 全 有 P 稳定 半 轨 fin, +), 
则 f(m,1*) 必 具 Ui 中 所 说 的 狂 质 , 则 f(m, 1*) 与 任 一 截 线 了 
的 交点 在 T 上 为 -- Cantor 集 C. 于 是 Ka, D) 与 7 应 交 于 无 
数 个 点 ,它们 分 别 属于 C 在 rT 上 的 不 同 的 余 区 间 , 且 4 在 WW 中 存在 
小 邻 域 口 ,使 得 对 口中 每 一 点 p，j(P，1+》 也 具有 如 上 所 述 的 性 
B. 

VL. 由 于 上 述 这 些 余 区 尚 的 全 体 在 TT 上 处 处 称 密 ， 所 以 经 过 
余 区 间 的 点 的 正 半 贺 钱 全 体 在 M^ 的 一 个 于 域 G 中 处 处 稠密 . 根 
据 平 面 上 的 Jordan 曲线 定理 可 证 G RABTA E A 
kk, 4H33—275 Ud. 5 W I] RF — SE i DC, c 11 的 情况 2) 不 可 

VIL. 总 结 以 上 各 点 可 知 玉 为 一 螺 域 ,其 边界 必 为 一 周期 轴线 
D. 这 是 因为 : 当 于 中 一 条 正 半 轨 北 盘旋 接近 工时 ,所 有 其 它 正 半 
轨 线 都 必 盘 旋 接近 D. SU, TAKTEM P lE SORTS 
IUA (参见 7 图 7.2)， GRAPE., NET HARRES 
W , 则 其 中 必 有 一 散 点 N, 以 及 由 了 到 六 的 转移 轨道 ,使 得 从 己 的 
邻 域 中 出 发 的 轨 线 , 除 PN 以 外 , 都 在 六 点 附近 起 转 癌 作用 ,最 后 
才 都 盘旋 接近 于 (参见 $8 图 8.6), 这 也 和 P 是 自由 源 点 的 假设 
EIE. AUS. WIETE REAR, SOOIDUAUESVAS, Xx 
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BER. 

下 面 再 介绍 [691 中 引用 推广 了 的 环 域 定理 来 证 明 的 ， 球 面 上 
闵 轨 的 在 在 性 定理 。 

定义 3， 称 M^ 上 -- 条 单 堵 曲线 了 为 源 ( 渊 ) 散 圈 , 如 果 了 是 
由 源 ( 渊 ) 点 , 鼓 点 和 分 界线 所 均 成 , 且 源 ( 渊 ) 点 与 鞍点 在 工 上 交替 
HR”. 

P CR E di LORM EOD, HH EFE 
在 一 个 小 的 环 状 邻 域 @ ,使 轨 线 凡 和 G 的 边界 相交 时 ， 部 是 从 G 
的 内 (外 ) 部 进 人 外 (内 ) 部 的 。 注意， 一 般 曲 面 上 的 源 ( 浏 ) 散 是 可 
以 是 同 伦 于 等 的 ,也 志 以 是 不 同 伦 于 零 的 . 

定义 4. 球面 S 上 一 条 源 靶 圈 了 上 分 S 为 两 部 分 , 若 其 中 一 
部 分 不 含 渊 虑 ，、 则 称 浏 点 对 于 工 是 集中 分 布 的 ， 类 似 地 可 以 定义 
源 点 对 涛 鞍 圈 的 集中 分 布 ， 并 且 本 定义 中 的 济 ( 源 ) 点 有 了 时 也 可 以 
HEAT XEGA. 

例 1。 如 图 9.2, 在 判定 漠 鞍 轿 六 与 源 点 之 间 的 相互 关系 时 ， 
HFAA n 连同 它 的 内 部 (其 中 可 以 有 源 点 oa) 看 成 一 个 广义 外 侧 
Us S RIBUS. 5 是 集中 分 布 的 。 同样 ,如 果 把 hh 看 成 是 一 个 


g? 
i 
oa 


图 9.2 
广义 内 侧 渊 点 ( 它 的 外 部 可 以 有 源 点 3)， 则 源 点 对 于 L 也 是 集 
中 分 布 的 。 从 下 面 的 定理 将 可 推出 ; 在 五 与 之 间 至 少 存在 一 


1) 这 一 概念 最 先 见 于 168] 中 。 
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ARE. id 
X382. 设 /为 球面 S 上 的 C' 向 景 场 ， 空 不 存在 完全 册 
较 点 和 转移 轨道 组 成 的 同 伦 于 等 的 闭 曲线 。 如 果 全 人 少 存在 一 条 源 
WEME 工 , 使 得 浏 点 对 于 工区 集中 分 布 的 (或 是 存在 一 条 济 问 用 工 ， 
伍 得 源 点 对 于 工 是 集中 分 布 的 ), WE S 上 必 存 在 了 的 闭 轨 线 。 

WE. 我们 只 对 括号 外 的 情况 米 证 明 本 定 储 。 首 先 假设 没有 
DRE. HF 区 3) 一 2、 小 至 少 有 耽 个 源 点 不 在 LL 上 曾 。 把 所 有 
的 源 点 的 小 邻 域 除去 以 后 ， 在 工 的 一 册 或 队 育 存在 一 个 以 工 为 外 
境界 线 的 多 连通 域 ， 其 边界 上 的 向 询 场 都 指向 区 域内 部 。 由 推广 
的 Poincaré-Bendixson 定理 以 及 本 定理 的 假设 条 件 ， 知 道 S$ 上 
罕 少 存在 两 条 闭 轨 线 ， 

其 次 假设 有 渊 点 存在 ， 设 工分 S 为 G 与 C. 两 部 分 ， 由 
很 设 ,不 妨 没 G. pR AIA. 由 工 的 邻 域 中 饭 线 的 指向 知道 Gi 
内 部 奇 点 的 指标 总 和 为 十 1, 故 其 中 至 少 存在 一 个 源 点 ， 然 后 如 前 
可 证 G, 中 必 有 f 的 闭 轨 线 存在 . 

H2. vu E892) 71 5 5x 

 — 2,2 —z(cosq + 2&cos2q) —( sing + Ksin 29) +f, 


Kia pu k >, 0« gh 是 一 确定 的 参数 . 方 


程 在 9 摧 上 有 四 个 奇 点 ,其 中 两 个 是 鞍点 ,两 个 是 洲 点 ， 相 互 交 共 
排列 。 作 变 换 z 一 -不 难 证 明 广 面 上 的 无 穷 远 奇 点 是 稳定 奇 


点 。 可 证 对 适当 范围 内 的 8, 由 鞍点 出 发 的 分 界线 都 进入 渊 点 , 因 
此 它们 一 起 构成 一 个 湖 鞍 圈 。 于 是 由 定理 2 知道 上 下 半 柱 面 上 各 
存在 一 个 极限 环 . 

E593 中 还 有 其 它 类 似 的 、 对 于 亏 格 为 4 的 闭 曲 面目 C' 向 量 
场 存在 闭 轨 的 结果 ,在 此 不 再 一 一 介绍 ， 

170] 中 所 得 型 的 ; 曲面 上 的 推广 了 的 Poincaré-Bendixson 5E 
理 如 下 : 

定理 3. 设 巴 为 闭 曲 面 M 上 以 i( 1) 条 互 不 相交 的 单 闭 
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曲线 为 边界 的 区 域 。M 上 的 动力 系统 9 在 DD 的 边界 上 所 确定 的 方 
向 场 都 指向 厂 的 内 部 ， 又 9 在 刀 中 至 多 有 有 限 个 奇 点 。 则 对 于 忆 
的 每 条 边界 , p 都 有 闭 轨 或 奇 闭 轨 环 绕 着 它们 ， 

证 明 与 前 述 $8 定理 5 的 新 证 法 类 似 ; 改 从 略 。 

不 难看 出 ， 定 理 ! 和 定理 2 中 肯定 其 存在 的 闭 轨 在 曲面 上 都 
EEFE. 下面 介绍 [72] 中 得 到 的 ,曲面 上 非 零 伦 闭 轨 存 在 性 的 结 
m. 

设 亏 格 为 的 闭 曲面 M^ 上 有 C 类 动力 系统 j, 假设 它 是 
Morse-Smale〔 简 称 MS) 系统 2。 以 后 凡 遇 到 广义 焦点 、 广 义 结 
A HH ERE URBE. RECE M^ 上 是 同 伦 于 零 的 ， 就 
将 它 及 其 内 部 看 成 是 一 个 广义 的 指标 为 十 ! 的 奇 点 。 此 外 ,由 MS 
系统 的 定义 还 可 知道 ,进入 鞍点 的 分 界线 都 来 自 源 点 或 周期 轨 线 . 

ENS. K M’ 上 一 条 单 闭 曲线 了 为 非 分 裂 型 的 , 如 果 M’ 
一 了 是 连通 的 ;否则 , 称 了 是 分 烈 型 的 。 

对 M^ 上 一 条 非 分 到 型 单 闭 曲 线 下， 我 们 可 以 象 $4 那样 对 
MT 作 单 点 (两 点 ) 紧 化 ,如 果 荆 是 单 边 (双边 ) 曲 线 。 当 工 是 
SRRA MET MT 的 两 个 连通 支 分 别 作 单 点 紧 
f£. 

下 面具 过 论 流 鞍 较 , 对 于 漳 鞍 团 , 情 况 是 类 似 的 . 

定义 6， 设 L 是 M^ 上 一 -条 非 等 伦 的 源 鞍 图 ， 记 M1 一 
M^— L. 用 M^ 表示 M? 《 当 L, 为 非 分 裂 型 ) 或 M? 的 某 
个 指定 的 连通 分 支 ( 当 L 为 分 裂 型 ) 的 紧 化 曲面 设 M^ ELS 
Lua 的 逐次 分 割 紧 化 曲面 已 经 作出 , 对 Mi ARRE Las 
RECE Mn 上 仍 是 非 等 伦 的 。， 就 可 以 类 似 地 定义 紧 化 曲面 
Mi», 其 中 2<m « h， 称 由 上 面 的 源 鞍 图 作成 的 序列 Lu, ss, 
Ls 为 M* 的 一 个 长 度 为 四 的 分 制 紧 化 序列 。 

BIAL 设 C 流 f 是 M* 上 的 MS 系统 , 且 无 非 零 伦 的 


1) 动态 系 绕 称 为 是 MS 系 绕 * 如 果 它 只 有 有 限 个 奇 点 和 闭 轨 ;都 是 双 曲 的 ; 不 存 
在 任何 鞍点 联结 , 片 每 条 轨 线 的 w% i eo REB IC NER nE— B9 TARAN, 


uam 


不 稳定 闭 轨 线 。 若 了 有 k CIA, 6 THERAD. mA EB. 
则 当 M^ 为 可 定向 时 不 等 式 m > 25d —1 RE; 当 MA 为 
不 可 定向 时 不 等 式 m Z9 ho — 1 BRODY. 

WE. M M^ 为 可 定向 时 , 设 * 为 鞍点 个 数 , 则 有 

s = 2h — 2 +k, tki 
进 人 这 * 个 烤 点 的 分 界线 有 25 条 。 由 于 假定 不 存在 非 零 伦 的 不 
稳定 冰期 轨 线 ， 所 以 这 些 分 界线 只 能 来 自 hod. 源 点 和 远 
点 的 总 数 为 tk. RIA 
25 一 (十 如 十 (一 如 十 1) 一 1 
应 用 $8 定理 4 即 知 有 
一 起 十 1 一 24 十 记 一 1、 

当 M^ 为 不 可 定向 时 证 明 是 类 似 的 ,只 要 改 2# 25 A BD, 

8|382. 设 亏 格 为 4 之 1 的 曲面 M* 上 的 C' AIE MS 
W, EREEREER Ec HL, B8 7D fe de — "T 9T BE GERE 
六, 那 未 必定 存在 一 个 长 度 为 mth omo — 1) 的 分 割 紧 
化 序列 大工 一 了 使 M'en 是 球面 ， 且 了 在 M^CO 
dem) LEA zd ex. 

55 2E B TUEBS BER HAR, ARASA], 

定理 4 iR M’ 是 可 定向 (不 可 定向 ?曲面 , >11, HES 
属于 C 类 的 MS 动力 系统 f。 若 f 至 少 存 在 一 个 弧 立 的 《 双 
ADERE 了, 则 Ms 上 必定 存在 非 零 伦 的 周期 轨 线 L. 

WE. WE M’ 上 不 存在 非 零 伦 的 不 稳定 周期 轨 线 (因此 以 后 可 
以 引用 引 理 1), 我 们 来 证 明 以 ”上 必定 存在 非 零 伦 的 稳定 属 期 轨 
££ L. 

当 M^ 为 T! 时 , 由 引 理 1 知 T? 上 至 少 存在 义士 1 条 源 


i) EM Br B IO DR CISO URL ACRA 2 FR b eif Ind FO T SERO OR LIRE NI 

2) gilil —HE E ETADGXCRE FIERE PC, 

5) FEES ARAR BOE AMARA Ta E T3 AR ALPE S OCT IBUCO USER, MER 
等 式 中 改 E. 为 k, 

4) 注意 : MEERE AAR TAA HR RR» — 1 AERE RI Tr O8 
较 圈 可 以 有 共同 的 著 点 . 


SUE 


"I =r a 


RE, à 是 T 上 的 渊 点 个 数 , EDER—3* 5 BELE US 
都 看 成 一 个 奇 点 。M 一 T 现在 是 一 个 回环 域 ， 其 它 k AEN 
图 把 环 域 分 隔 成 至 少 ktl 个 连通 支 ; 故 其 中 至 少 有 一 连通 支 了 

AH. 由 Poincaré-Bendixson EMAD 内 必 存 在 稳定 闭 轨 
工 。 按 前 面 的 约定 知道 工 不 是 零 伦 闭 轨 。 

2394 22 H Ms 为 可 定向 时 ,由 引 理 2 知 存在 分 割 紧 化 序列 
Liste, Las Lyn =T, XE FS Mi 上 重复 前 段 的 汪 明 即 知 
M* 上 存在 稳定 非 零 伦 闭 轨 ， 

BRA M^ 是 不 可 定向 的 。 由 于 此 时 已 设 工 是 双 便 源 玄 图 ;, 故 
ÀhI2. Æ h—2,W] M$ = KK —T ERR. HEIR l,m > 
2 十 太一 上 一 向 十]1: 然 后 重复 第 一 段 的 证 明 即 可 。 

当天 之 3 时 ,证 法 如 前 。 已 设 M^ 上 不 存在 非 零 伦 的 不 稳定 
周期 轨 线 。 由 引 理 2, 知 存在 分 割 紧 化 序列 Litton Lans], 
使 M^» 是 一 环 面 或 Klein 瓶 。 由 前 面 的 分 析 知 道 可 证 M^ 上 
必 存 在 稳定 的 非 零 耸 周期 轨 线 。 

注意 1; 可 以 证 明 对 Klein i, F UEH TERRAIRE E fi 
得 到 同 祥 的 结论 ， 见 [721. 

注意 2; 如 时 于 不 是 MS 系统 ， 则 进 和 人 鞍点 的 分 界线 可 能 不 
KAMARA, BN M^ 上 就 不 一 定 存 在 非 零 伦 的 周期 轨 线 ， 
如 图 9.3 Bros. 


E 3,3 
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图 中 分 界线 工 外 部 表示 T? 上 的 非 闭 P 式 稳定 流 ， 工 内 部 有 
-FEE ,一 个 通 点 9 ,和 一 个 稳定 焦点 N, LL 上 有 一 鞍点 S. 
这 个 动力 系统 满足 定理 4 的 一 切 条 件 , 但 不 是 MS 系统 ,也 不 存 
在 非 另 伦 的 闭 轨 线 . 

最 后 介绍 韩 茂 安 的 一 个 有 趣 的 定理 591: 

定理 3。 设 1 为 PR: 上 的 连续 流 , 它 有 * 个 正 向 ( 负 向 ) 稳 定 
FAM f 至 少 存在 4 条 互 不 相同 的 闲 或 奇 闭 轨 线 . 

证 。 仅 就 负 向 稳定 奇 点 的 情况 来 证 明 .。 已 知 PR* HEE 
盖 空 间 是 S., ETA f 和 它 的 负 向 稳定 奇 点 q1.4:)]c0c054. S 
上 有 流 了 和 它 的 29 个 负 向 稳定 奇 点 doood. WEE 
20 NAR: D!, 访 ,… ,D!,D: ,分 别 包含 上 述 负 向 稳定 奇 点 ,使 
7 的 凡 与 D; 相 跟 的 轨 线 ,都 从 内 部 穿 宙 外 部 .现在 扩大 D1, 并 从 
S 上 切 去 一 切 Di 的 内 部 。 于 是 我 们 就 得 到 一 个 平面 20 重 连 
通 域 Ra, CA 2 一 工 个 润 .由 58 定理 6 知道 ，R:。 中 存在 2n 
一 1 条 闭 或 奇 闭 轨 线 ， 回 到 PR EZ, TA 了 至 少 存在 = 条 闭 
Bem. 

特别 地 , 若 f 在 PR: 上 只 有 唯一 的 非 退 化 奇 点 ， 则 它 至 少 有 
一 条 闭 或 奇 闭 拟 线 工 ;由 于 奇 点 唯一 , 工 必 为 闭 轨 ;而且 是 单 边 的 ， 
当然 ， 这 时 证 明 也 可 以 直接 在 PR 上 进行 ,并 应 用 $4 的 定理 ,而 
椒 必 借助 于 S. 
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$10. 闭 曲 面 上 连续 流 的 奇 点 、 闵 轨 、 奇 财 轨 
和 已 式 稳定 运动 的 闭 包 等 之 间 的 关系 


在 $9 中 我 们 研究 了 闭 曲面 上 连续 流 的 零 伦 与 非 零 伦 的 闭 或 
奇 闭 轨 的 存在 性 。 事 实 上 ,在 可 定向 或 不 可 定向 闭 曲 面 (或 紧 的 有 
边界 分 支 的 曲面 ) 上 连续 流 的 奇 点 , 闭 轨 , 奇 闭 轨 , 以 至 P 式 稳定 运 
动 的 闭 包 的 个 数 之 间 是 存在 着 一 定 的 关系 的 。 在 这 方面 近年 来 朱 
德 明 5 和 昔 茂 安 22 得 到 一 些 有 趣 的 结果 , 他 们 用 的 工具 正 是 前 
面 几 节 ,特别 是 58 所 介绍 的 概念 和 方法 。 本 节 将 介绍 上 述 三 篇 文 
章 的 主要 结果 。 

定理 1， 设 M* 为 亏 格 & 次 2 的 闭 可 定向 曲面 ， 则 Ms 上 
存在 至 多 38 一 3 条 不 同 伦 于 零 、 亦 不 相互 同 伦 且 没有 公共 点 的 
单 闭 曲线 ;对 M! = T’, 这 种 曲线 的 条 数 是 1 、 并且 以 上 的 数目 是 
可 以 达到 的 。 

dE. bg 1 时 结论 是 明显 的 ， 对 8 之 2 的 情 这 我 们 采用 归 
纳 法 ， 先 证 8 二 2 时 定理 成 立 。 假 设 不 对 , 则 M^ 上 存在 具有 定 
理 中 所 说 的 性 质 的 四 条 单 闭 曲线 Lis Las Lss La. dd M'—L,-— 
M' UM”, FEIE M= M” 与 否 分 别 进行 考虑 ， 

情况 I M= M” 

这 时 M’ 有 两 条 边界 ， id M = 4A., (M) 为 M' 的 两 点 紧 
化 曲面 。 若 Ly LaL. 中 有 一 条 ,例如 Li 在 M LAFE, M 
在 M 上 存在 一 圆 盘 D,E L= 8D, 且 必 有 nyc D， 因 为 L 
在 M 上 既 不 同 伦 于 零 ， 亦 不 同 伦 于 L. BF IM) 一 1， 故 
M AKF T TE, LsL, © 省 ”上 不 同 伦 于 零 ， 亦 不 互相 同 
伦 ,这 是 不 可 能 的 ， 男 一 方面 ,如 果 Lo Lo L. 中 任 一 条 都 不 在 
M LAFE AT M ARF 7T?, 故 三 者 之 中 任 二 者 在 M” 上 
互相 同 伦 ,不 妨 设 它们 者 属于 (1,0) 型 的 环 面 单 闭 曲线 .于 是 在 Li， 

-iste 


rr D 


Li 
图 10.1 


LaL, 中 可 以 找到 两 条 ,例如 图 10.1 中 的 L: 与 L., 使 它们 所 围 
的 一 段 环 面 不 含 * 与 y， 这 说 明 L 与 L, 在 M^ 上 互相 同 伦 ， 
与 假设 矛盾 . 

情况 IL M œM”. 

此 时 M' 与 M" 部 有 亏 格 1。 在 Lo LsL, 中 至 少 有 两 条 
位 于 同一 子 流 形 上 ,不 妨 设 LoL: 同位 于 M 上 ,注意 M 只 有 
一 个 边界 分 支 ， 易 见 Liu Lı 在 4.CM') 上 都 不 同 伦 于 零 ， 但 
ALM) HEF Taik L 与 L: 在 4M) 上 互相 辣 伦 , 从 而 
也 在 M^ 上 互相 同 伦 , 与 假设 矛盾 。 

现在 假设 定理 对 亏 格 专 8 一 1 的 可 定向 闭 曲 而 已 获 证 明 。 今 
设 Ms 是 一 亏 格 为 8 的 可 定向 闭 曲 面 ,在 其 上 存在 38 一 2 条 不 同 
伦 于 零 , 亦 不 相互 同 伦 且 没有 公共 点 的 单 闭 曲 线 Li ttes Lacs. 
设 MC— Lia a M'UM"'. 

fil M'—M". 

这 时 M' 的 两 点 紧 化 闭 曲 面 好 一 4, (M RS g— 


a) 设 在 Loola 之 中 有 一 条 , 例如 Ly 在 M ER 
ETE. 则 池上 存在 一 圆 盘 刀 使 LQ,,—0D, 且 D 含 有 * 及 
y 两 点 。 于 是 Lecco. Les 中 任 一 条 都 不 在 M 上 同 伦 于 零 ， 
任 二 者 都 不 在 M 上 互相 同 伦 , 但 38 — 42 3(8 一 1) 一 3, 与 假 
x. 

b) 设 一 切 Ls ts La 在 M' 上 都 不 同 伦 于 零 ， 我 们 要 证 
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明 其 中 至 多 有 两 条 曲线 是 相互 同 伦 的 ， 事 实 上 ， 设 M LANH 
相互 同 伦 的 曲线 ,例如 Lio Li La ~ Li (Li 可 能 是 Li 也 可 能 
不 是 )， 则 L 与 L 包围 一 段 柱 面 H, HS H—ux. L5 
Li 包围 一 段 柱 面 H. 如果 yW HH] re, 从 而 HOH 也 是 
M' 上 的 一 段 柱 面 ( 图 10.2), 


10,2 


由 此 可 见 La. (或 Li) 与 L, (或 L1) 将 包围 一 段 柱 面 ,其 
HURTS s, 因而 这 两 条 曲线 也 应 该 在 M^ 上 相互 同 伦 , 与 假设 矛 


盾 。 因 此 ， 必 有 yeH (图 10.3)， 注 意 : 着 Li= La 不妨 设 . 


Li = LJ 3e — 5 条 单 闭 曲线 


La Ls 


19.3 


LisLas Lss Leos Laa CH Li Li WE) 
或 
Li, Las Ls, ->> 4 Ls (E) L,-— L; Ej 
在 M ERREFE, DRHE. (H 
3g — 5 > 3(g— 1)— 3, 

仍 与 归纳 法 的 假设 相 矛 盾 。 

[pov IL. M'5e M", 

于 是 我 们 可 以 作 两 个 单 点 紧 化 曲面 4M) 与 4,097.56 
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证 : 

23281. iR M; ESRA n BE k 个 边界 分 支 的 可 定 问 
紧 曲 面 (1, 2), X$ Mi 与 Mi 沿 着 各 自 的 7 条 边界 粘 合 而 
得 紧 曲 面 Mor x min[£, E, UU MB STET =g t gr. 

WE. M; 的 Euler 1E% X(M:) = 2 — 2g; — ki, i= 1,2, 
MJ Euler 特征 为 XCM) = 2—2g—(ki + kı — 2r), {8 XCMD 
一 X(M) + XCM) ġġ gS n nc r—l. 

Hitl. uMoSIERBHE., LEM b—4A fem 
HAH, M — L= MIU M; H Mie Ma Jl] g= g t gx 
E plou 分 别 是 M.MoM: 的 亏 格 . 

现在 回 庆 定理 的 证 明 。 由 上 述 推论 知道 ALM) =M 与 
A, M") = M" 的 亏 格 m 与 gn 之 和 为 IE 

Li Lastres La E M's Luar E € M", 
H m-35-—2. J.A mx3n—2,3—3— m 328—272, 
则 相 如 可 得 38 一 3« 3e 一 4, 矛盾 . 

今 对 i—1,2,-,,L; 都 不 同 伦 于 零 , 它们 之 中 至 多 有 两 
条 互相 同 伦 。 于 是 在 M LENA m—12i3n—2238—3 
条 单 闭 弗 线 不 同 伦 于 零 ， 亦 不 相互 同 伦 。 故 若 ec 2， 财 与 假设 
相 了 矛盾. 如 果 & 一 LIRIA m 2, 而 M BEF T’, FE. 
定理 的 前 半 部 证 毕 。 

为 了 证 明定 理 的 后 半 部 ,只 须 注意 图 10.4。 其 中 g 一 4: 闭 曲 


图 10.4 


E M* 上 的 这 9 条 单 闭 曲 线 显 然 满 足 定 理 的 条 件 。 
注意 ; ”这 一 结果 使 人 联想 起 代数 曲线 论 中 的 参 模 表示 问题 ， 
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Riemann 证 明 : MAERAH, SERET! 的 紧 黎 曼 面 组 成 一 
个 依赖 于 1 个 复 参数 的 空间 ( 见 [76] 第 一 章 定理 3.9, 并 猜想 : 所 
有 互 不 同 构 的 亏 格 等 于 # > 2 的 紧 黎 曼 面 组 成 一 个 依赖 于 36 一 
3 个 复 参 数 的 空间 。 这 个 猜想 直到 40 多 年 前 才 被 Teichmüller 
所 证 实 。 我 们 猜测 也 许 定理 1 的 结论 早 在 Riemann 的 时 候 就 知 
ib T. 

EHRLOGMIECSÓd&£EII2EBIISUSEN f jÉM 上 的 连 
ZR. 则 了 最 多 有 38 — 3 个 不 同 伦 于 零 亦 不 相互 同 伦 的 闭 轨 、， 
并 且 这 个 数 吕 是 可 以 达到 的 ，。 

证 .前 半 部 由 定理 工 的 前 半 部 的 证 明 可 以 推 击 ， 因 为 了 的 不 
同 的 闭 轨 不 能 有 公共 点 ， 后 半 部 可 由 图 10.4 看 出 , 我 们 可 以 把 图 
10.4 两 头 的 两 个 环 栖 改 以 如 图 10.5 的 充满 闭 轨 , 一 个 中 心 和 两 个 


图 10.5 


8 字形 的 奇 闭 轨 的 环 柄 来 代替 ， 在 其 中 可 以 找到 两 条 不 同 伦 于 零 

亦 不 根 互 同 伦 的 闭 轨 A 和 I。 至 于 图 10.4 的 中 间 部 分 ， 则 保持 

原来 的 单 闭 明 线 作 为 f 的 闭 轨 ， 并 用 其 它 的 闭 轨 和 8 PADAR 

充满 它 。 这 样 , 图 10.4 中 不 相互 同 伦 亦 不 同 伦 于 零 的 闭 轨 个 数 仍 
保持 为 9 4k. ERES, 

推论 2 dk Mr 有 亏 格 g, 可 定向 , 且 有 ?个 边界 分 支 , 则 其 

上 不 同 伦 于 零 , 亦 不 相互 同 伦 , 且 彼 此 无 公共 点 的 单 闭 临 线 的 条 数 

满足 不 等 式 ; 

38 一 3 十 2r， *]| z>2,r m6 (1) 

$S;4g-2r— l, X g— lr 2l; (2) 

2r — 2, 对 8 一 Dr 之 27， (35 
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并 且 其 中 的 等 式 总 能 达到 |, : 
证 。(1) 式 当 7+ = 0 时 由 定理 1 知 其 成 立 。 今 设 + 一 1， 则 
s 条 中 晨 多 有 一 条 可 以 在 不 带 边 的 M: AEF, 且 至 多 再 有 
一 条 可 在 A.M) 上 与 另 一 条 同和 伦 , WA s— 2< 3g — 3. Maia 
s 志 38 一 1， 故 (1) 式 对 + 一 1 成 立 。 用 归纳 法 易 证 (1) 式 对 任何 
正 整 数 > 都 成 立 .〈2) 与 (3) 的 证 明 更 简单 ， 
由 推论 2 又 可 得 到 相应 的 ,有 关连 续 流 的 闭 轨 和 鸭 结论 。 
[75] 中 还 把 定理 1 推广 到 有 P 式 稳定 轨 线 闭 包 的 连续 流 上 
去 ， 市 得 到 : 
定理 3。 设 f 为 亏 格 8 兰 2 的 可 定向 闭 曲 面 M* 上 的 连续 
. 流 , 它 有 RR 个 不 同 的 P 式 稳定 轨 线 闭 包 , # 条 不 同 伦 于 零 亦 不 相互 
FERAH, M; 
1) R+- 53g—3; 
2) FE ERN i (E R= e— ln = 2g- 2, 
证 明 从 略 ， 苑 [751， 
下 面 假设 f 为 亏 格 8 的 紧 曲 而 Mr 上 的 连续 流 , 只 有 有 限 多 
个 奇 点 ， 如 果 Ms 的 边界 OM: 非 空 , 则 假设 f 与 OM* 处 处 相 
Y. 以 Ye = f(x,1) 记 了 的 经 过 点 x 的 轨 线 , 它 的 oa) RRR 
记 为 eG)(aQG))?. 对 M* 中 任 一 点 集 D, 记 
ACD) = Uf{alx)lxré D} OCD) = Utíe(zsD2Ixe D). (4) 
关于 f HERMA SEAR E XOU T $2 定义 9. 现在 
把 58 cae" SB CURSO RU RES Me 上 作 进 一 步 的 推广 : 
XXL M: 上 一 连通 闭 集 F( 特 别 地 可 以 是 一 个 奇 点 ,极限 
环 , 或 源 通 圈 , 渊 鞍 团 ,但 F 不 一 定 是 流 的 不 变 集 ) 称 为 是 一 个 广义 
FOD 如果 OF 的 等 一 演 通 支 是 一 条 Jordan 曲线 或 一 点 ， 又 
存在 开 集 UDF, {E 
AQUXCOCU)) C F, ifi Q(U — FY( A(U — F))C M! — U. 
(5) 


D 与 多 的 定义 不 相同 ， 
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fi FEM EHE 3E DEOUE 3S J" LRAD E KAZ 
类 ， 

引 理 2。 在 广义 源 ( 济 )F 的 边界 OF 的 每 一 连通 支 C 的 外 
邻 域 中 必 有 一 同 伦 于 C 的 闭 横 截 线 。 

证 略 。 

定义 2。 如 果 对 定义 1 中 航 下 及 UQU — F 中 每 一 位 于 OF 
的 任 一 连通 分 支 的 邻 域 中 的 轨 线 的 olo) 极限 集 都 是 OF 的 这 
个 分 支 , 则 称 互 为 广义 焦点 ， 

今 设 

MO nom Rss 

其 中 mii 1,2, +., $) Aam f 的 普通 奇 点 或 广义 焦点 。 

定义 3. 车 曲线 LOM” 是 由 某 一 “M， 中 的 普通 奇 点 和 广 
义 焦 点 以 及 联接 它们 的 轨 线 所 构成 ， 且 当 每 一 广义 焦点 被 看 成 一 
点 时 工 是 M* 上 的 一 条 单 闭 曲线 (加 3 在 Ms 中 的 拓扑 象 ), 则 
称 工 为 奇 闭 饥 线 。 特 别 地 ， 当 工 上 的 广义 焦点 都 是 第 一 类 广义 源 
〈 渊 ), 且 当 每 一 上 上 的 广义 焦点 都 被 看 成 一 点 时 , 工 太 身 也 同 伦 于 
零 , 则 称 工 为 第 一 类 奇 闭 轨 线 3 否则 , 工 称 为 第 二 类 的 。 

X4. 若 G 是 第 一 类 奇 闭 轨 线 工 所 围 的 区 域 ， 则 G 以 及 工 
上 一 切 普通 奇 点 和 第 一 类 广义 焦点 一 起 构成 一 个 广义 奇 点 。 

定义 5。 如 果 定 义 3 中 的 M， 除 了 普通 奇 点 和 广义 焦点 以 
外 ,也 可 以 会 有 广义 奇 点 , 则 浙 得 的 上 称 为 广义 奇 闭 轨 ， 

现在 把 58 的 特殊 分 界线 的 概念 推广 到 更 一 般 的 情况 中 去 . 

定义 6， 设 O 是 普通 奇 点 (但 不 是 源 点 和 渊 点 ) 或 广义 奇 点 
(但 不 是 广义 焦点 )，! 是 跑 出 (进入 ) O 的 抛物 轨 线 。 如 果 ! 的 时 
边 都 是 双 曲 域 , 则 称 2 20108 255 2 9E CIL — B n B BO LER LA e 
一 条 )。 如 果 ! 的 两 边 至 少 有 一 边 不 是 双 曲 域 , 则 称 ! 为 乙 类 分 界 
线 。 对 于 源 ( 济 ) 点 或 广义 焦点 ， 我 们 算 作 从 它 跑 出 (先入 ) 一 条 商 
类 分 界线 . . 

注意 d: 这 里 的 甲 类 分 界线 就 是 $ 8 的 特殊 分 界线 ,但 乙 类 分 
界线 与 [67j 中 的 定义 略 有 不 同 。 丙 类 分 界线 是 新 定义 的 ， 

. sy e 


注意 2: 在 $8 中 我 们 曾 证 明 过 :如 内 从 O 点 出 发 的 特殊 分 
RR 1 又 回 到 0 点 ， 风 ;内 部 必 含 有 别 的 奇 点 ， 现 在 如 果 我 们 考 
虑 的 顶 圆 域 是 $8 中 所 说 的 最 大 椭圆 域 ,又 设 定义 6 中 的 乙 类 分 界 
线 1 从 奇 点 口 出 发 , 最 后 重 又 回 到 0, 并 和 且 ! 在 M: 上 同 伦 于 零 
《对 曲面 上 的 甲 类 分 界线 ,如 果 它 要 有 “内 部 ”"”， 也 必须 同 伦 于 零 )， 
则 /内 部 亦 必 包 含 奇 点 。， 这 从 图 10.6 中 的 三 个 图 可 以 看 出 。 


AY 


i 


m=2,p=h=0, ind D—0 m=2,p=h =ð, ind DoD 
图 10.6 


$ $8 引 理 2 那样 可 以 证 明 : 
引 理 3. 设 普 通 奇 点 0 的 指标 为 K, 从 口 隐 出 (进入 ) 的 乙 类 
分 界线 的 条 数 为 MCM’) Y] Mud oss A 
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ME OH, (6) 
MEkDON, 

与 $8 引 理 3 相当 ， 对 于 乙 类 分 界线 现在 有 : 

引 理 4 设 M* 上 的 连续 流 了 的 所 有 奇 点 的 指标 之 和 为 K, 
其 中 指标 为 十 1 的 奇 点 有 个， 那么 从 一 切 奇 点 跑 出 ( 史 进 ) 的 乙 
种 分 界线 的 条 数 为 

e OT aaa C) 
1, 当天 之 ?了 时。 

证 ， 由 于 + 之 0, 当 M* 为 可 定向 时 K 2 —2gs2, H 

M* 为 不 可 定 同 时 K=2— g <L K> r RA 
K-—2,7—1,0 ^; K=], —0 

三 种 情况 。 在 前 二 种 情况 ，M* 为 球面 ， 其 上 恕 果 只 有 一 个 指标 

十 1 的 奇 点 , 则 至 少 还 应 有 一 指标 > 的 奇 点 0, 显 见 至 少 各 有 一 

条 乙 类 分 界线 进入 和 离开 0。 如 果 没 有 指标 十 1 的 奇 点 , 情况 也 

E-H, 在 第 三 种 情况 ，PR* 上 也 至 少 还 应 有 一 指标 2B) 

O ,证 明 同 上 ?9。 

定义 7.。 由 具有 款 决 区 的 奇 点 和 联接 这 些 奇 点 的 轨道 构成 的 
可 定向 奇 闭 轨 L, 使 得 在 它 的 一 边 可 以 定义 Poincaré 的 返回 映 
射 者 , 称 为 特殊 奇 拷 扫 。 

$9 定理 1 中 所 说 的 自由 源 点 P 卫 的 贷 向 吸引 区 域 的 边界 ,如 果 
不 是 闭 胃 ;但 在 其 内 邻 域 又 可 以 定义 Poincaré 的 返回 瑞 射 , 则 必 
为 特殊 奇 闭 轨 。 

定理 4 设 F 是 M' 上 的 连续 流 了 的 一 个 广义 源 ，Mz 一 下 
中 最 多 含有 = 个 普通 奇 点 。 则 对 应 于 OF 的 每 一 连通 支 Ci， 必 
存在 一 国 绕 C; 的 闭 或 奇 闭 轨 线 5 QM C; 在 M'— F mine 
于 零 时 点 可 能 退缩 为 一 点 )， 

证 明 与 $8 最 后 (定理 5 的 新 证 法 ) 类 做 ,从 略 。 此 定理 显然 是 
$8 定理 5 的 推广 。 易 见 ， 如 果 把 定理 4 的 条 件 加 强 , 则 有 : 


1) 引 理 中 的 “指示 H ORAA r 个 “不 能 改 为 " 涯 点 与 虱 点 共有 个 ” 否则 C7) 
RUETATREXSK-1) r= 0 NESER DR N 9.7 


MOM) z » 
K—1 
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定理 5. 在 定理 4 的 条 件 之 下 ,如 果 OF ORERE C E 
ft 的 横 截 线 ,和 且 对 每 一 *EC，omtkx) 总 含有 常 点 。 则 必 存 在 一 围 
£&C 的 团 或 特殊 奇 闭 轨 T 它 与 C 在 M! 上 是 问 伦 的 。 

注意 ; TT 有 可 能 是 单 边 闭 轨 。 价 如 , 若 M! 为 PR, 其 上 只 
有 唯一 的 广义 源 和 它 的 单 连通 排斥 下 ， 则 此 排斥 域 的 境界 是 单 边 
H r CE 10.7), 


图 10.7 

定理 6， 设 Mobius 带 B, 上 的 连续 流 了 切 于 B. 的 边界 ， 
又 1 在 B 上 至 多 有 有 限 个 奇 点 。 则 f 必 存 在 民 于 边界 且 不 同 伦 
于 零 的 闭 或 奇 闭 轨 。 

证 ， 设 了 在 B, EnA. 车 "0, 则 对 任 一 点 X, 
al) 5 a(x) 部 是 非 零 伦 的 闭 轨 ， 因 为 在 M 上 没有 P 式 稳定 轨 
A. 

又 设 # 之 0， 则 #* 个 奇 点 的 指标 之 和 为 零 ， 今 设 不 存在 异 于 
边界 的 非 零 伦 闭 轨 。 我 们 把 一 切 零 伦 闭 轨 及 其 内 部 ， 零 伦 青 闭 轨 
及 其 内 部 都 看 做 广义 栖 点 ， 设 由 此 所 得 的 广义 奇 点 再 加 上 一 下 的 
普通 奇 点 一 共有 » 个 。 由 $8 引 理 3， 知 道 从 这 些 奇 点 史册 QE 
人 和 人) 的 甲 类 分 界线 的 条 数 为 NON) >n, Wh ƏB 为 于 的 一 
不 稳定 闭 轨 了 , 故 从 它 又 跑 出 琴 类 分 界线 一 条 ,并 且 招 工 看 成 一 个 
新 的 广义 奇 点 。 于 是 B LAARA s +i, P, LAZ% 
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A P ARISEEIA 十 1。 现在 应 用 $8 定理 4, KA n tlem 
十 1) 十 《1) 一 1， 故 知 这 些 分 界线 至 少 构成 一 条 奇 闭 轨 , 按 前 面 
的 约定 知道 这 条 瘟 闭 轨 不 能 同 伦 于 零 。 定 理 证 毕 。 

定理 7。 设 KE 上 的 连续 流 f 至 多 有 有 限 个 奇 点 。 划 : 

1) 至 少 存在 一 条 非 零 伦 的 闭 轨 或 奇 闭 轨 ， 

2) 若 存 在 双边 ( 单 边 ) 闭 或 闸 闭 轨 工 ， 它 不 含 甲乙 或 两 类 分 
界线 , 且 工 代表 OE) 的 元 素 KEER), 则 必 还 存在 其 它 的 非 
零 伦 闭 或 奇 闭 轨 。 

WE. 1) 的 证 明 类 似 于 定理 6 的 证 明 , 故 从 略 。 

2) 注意 工 上 一 个 广义 奇 点 8。 人 和 假设 它 的 外 边界 已 缩 成 一 点 。 
由 于 工 的 每 一 边 都 元 抛物 域 ， 改 在 5 的 双 曲 域 个 数 应 比 椭 殴 域 多 
Pj. 日 椭 辑 域 上 轨 线 的 方向 者 一致， 由 Bendixson 公式 知 5 的 
指标 为 零 , 办 此 不 妨 设 工 是 一 闭 轨 . 

SELAT k” 型 ， 则 工 为 双边 曲线 ， 天 :一 工 有 了 两 个 连通 
支 ; 每 一 个 都 是 Möbius 带 , 由 定理 6 即 得 结论 。 

ELET kk 型 , 则 天 :一 工 为 一 Mibius 带 ， 定 理 如 前 
得 证 

定理 8& 设 M! 为 可 定向 (不 可 定 宙 ) 的 亏 格 为 8 的 闭 曲 面 ， 
f 为 M* 上 的 连续 流 ,只 有 有 限 多 个 奇 点 。 则 有 不 等 式 

R4d-cc2NÉ2pg—1 (38 CO—1), (8) 
其 中 y 是 不 同 伦 于 零 亦 不 祖 互 局 伦 的 闭 轨 或 特殊 奇 闭 轨 的 个 数 ， 
R 是 不 同 P 式 稳定 轨 线 闭 包 的 个 数 ,c 是 其 它 奇 闭 轨 的 个 数 ， 

本 定理 是 下 面 定 理 9 的 特例 。 

定义 8 WLI Ls-.L, 为 M* 上 的 下 十 1 工 条 互 不 相交 
的 Jordan h, LXS Lool PEHR, WRLE M 


k 
一 LL; 的 紧 化 流 形 (可 能 有 几 个 连通 支 ) 上 同 伦 于 零 。 互 不 相 


交 的 Jordan 曲线 族 (Li) 称 为 彼此 同 伦 无 关 ， 如 果 其 中 任何 一 
条 都 不 和 其 它 诸 条 同 伦 相关 。 
显 见 , 辣 伦 无 关 的 Jordan 曲线 族 的 子 族 亦 必 为 同 伦 无 关 。 
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EX 4i ow 是 M 上 所 有 非 零 伦 的 闭 轨 与 特殊 奇 闭 雪 所 | 
成 的 集合 ， Li T V Ly 为 其 中 的 最 大 同 伦 无 关 的 集合 。 假设 N, 


是 最 大 的 整数 ,使 Mw Mt UL, 293398. G RAF 2, 


ND. Ma, — La YDER, OX kx d. 则 六 称 为 M 上 闭 
HSARA ARKO Ni DOdEZRHAC, NL 一 N 一 N, 为 分 
裂 数 。 

当 Mr 为 不 可 定向 时 不 妨 设 天 LC ON) 为 单 
AHR, Lottes, 为 双边 曲线 . 

, HI 设 f 为 亏 格 8 的 可 定向 闭 曲面 Me 上 的 连续 流 , 它 
只 有 有 限 个 党 点 ， 则 
R-c-2NQ4-N.I2g —1, NERSE (9) 

证 ， 设 了 的 奇 点 个 数 为 4, 它 们 的 指标 之 和 为 K。 当 #* 二 0 
:时 ME 只 能 是 TB] g— 1. 车 R= 0, 则 显 见 T^ 上 必 有 非 零 
伦 的 闭 轨 , 车 其 条 数 多 于 1, 则 必 和 相互 同 伦 , 故 (9) 式 成 立 。 若 R= 
LU T! 上 没有 非 零 伦 闭锁 ，N, 一 N 一 0,《9) 式 也 成 立 。 

AME 82-0. 设 Ln coL 是 了 的 最 大 同 伦 无 关 的 闭 轨 与 
特殊 奇 闭 轨 的 集合 。 先 证 (9) 中 的 第 二 个 不 等 式 . HP Lo-.La 
Ut ME, 并 依次 作 ME 的 点 紧 化 , 最 后 得 到 ME. Bi E SH 
A*, W 

X(M *) + 2N, = 2 — 2g + 2N, = XCMR) = 2 — 285, 

从 而 
hf =g ~ MN, (10) 

HFEA R <A, ik RHN « g, 即 (9) 的 第 二 个 不 等 式 成 
立 。 

SEM LsausiccoLy WRA MIS 并 逐次 作 两 点 紧 化 ， 最 后 
得 到 N; 十 1 个 闭 曲面 对 Mt 以 Xs8i，Risci 依次 记 
这 些 曲 面 的 Euler 特征 , 亏 格 ，、 不 同 P 式 稳定 轨 线 闭 包 的 个 数 以 
及 除 特 殊 奇 闲 轨 以 外 的 奇 闭 轨 个 数 ，。 则 易 见 

XCME Y) E 2N, — 2 — 2h* + 2N, 
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Niel Nil 


= SU = (N +1) -2 Ý) gs 
从 而 


Nar 


Dg 


电 定 义 9 知 e 220, E. Mí 上 一 切 闭 轨 与 特殊 奇闻 轨 都 同 伦 
FẸ. WR Jordan 曲线 所 包 国 的 单 连通 域 看 成 广义 奇 点 ， 设 
M, 上 一 切 广义 奇 点 与 不 包含 在 它们 内 部 的 普 道 奇 点 的 总 和 为 
nis 它们 的 指标 总 和 应 是 K,—2—2g. 

由 $8 引 理 3， 知道 从 n; 个 奇 点 跑 出 的 甲 类 分 界线 的 条 数 为 

9t, > n; Ki 2g; tH n; — 2. 
现在 研究 这 NVN 条 分 界线 的 极限 集 。 为 此 ， 把 每 一 P 式 稳定 轨 
线 的 闭 包 看 成 一 点 ， 则 有 
nmi + 2g — 2 (nt R) + Gg —R;—1) — dl, 
从 而 由 $8 EH 4 知道 
e; Z2 2g; — R, — VR. Ri+ e; 2 2g; — V. (11) 


NI 


AE R= A < 一 Xe jgODAXT 相 加 ， 青 用 (10》 


A. Be 
Ni1+1 N41 
R+4ec+2N+t Nim D, Rt D, eit 2N + MN 
i=l rai 


N34 


229 £i — (ON; )--2N;40-N, 
iml 


- 2À* -- 2N,— Lm 2g — L, 
这 就 是 (9) 的 第 一 个 不 等 式 . 
注意 1: 不 等 式 (8) 比 5697 的 第 一 个 不 等 式 强 ， 记 以 定理 8 是 


定理 9 的 推论 。 
注意 2: 由 (9) 的 第 二 式 知 道 ， 着 M^ 上 连续 流 f 的 非 分 列 
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a r a aa a. a 
e ee 一 e 


数 为 gW F 没有 非 闭 P 式 稳定 轨道 。 

注意 3: 把 (9) 的 两 个 不 等 式 相 减 ,可 得 

cM NZg—1221,M g222 HW. 

即 当 8 之 2 时 ,连续 流 f 必 存 在 非 零 伦 的 闭 或 育 闭 轨 线 ， 不 论 民 
是 否 为 零 。 

注意 4: 对 不 可 定向 闭 曲 面 ;[74] 也 证 明 类 似 于 (9) 的 两 个 不 
等 式 : 

R-Rc-2NSGGRNQGBEB:—], 


—]»* — 
[2s + r= E | +N R< = ]+ s+ 1。 


UEBER ARE. 
如 打 把 至 少 一 边 为 稳定 的 闭 罗 与 特殊 奇 闭 轨 以 及 正 向 了 式 稳 
定 轨 线 的 闭 包 都 看 成 广义 奇 点 ， 又 注意 从 广义 亲 点 跑 出 的 分 界线 
不 可 能 进入 普通 源 点 , 则 由 $8 引 理 3 与 定理 4 不 难 证 明 : 
定理 10. 设 Ms 为 可 定向 (不 可 定向 ) 亏 格 为 8 的 闭 曲 向, f 
为 Mr 上 的 ,只 有 有 限 个 奇 点 的 连续 流 , 则 有 
及 十 c 十 刀 闻 28 十 天 一 1 (k o g — 1», (12) 
其 中 = 是 至 少 有 一 边 为 稳定 的 闭 轨 与 特殊 奇 闭 轨 线 的 条 数 ; Rez 
R,R, 是 正 向 P 式 稳定 轨 线 的 闭 包 数 ;* 是 不 稳定 奇 点 的 个 数 ; < 
ji ACE PB. 
证 。 设 N 是 普通 冰点 的 总 数 ， 那 么 现在 我 们 考虑 的 普通 奇 点 
号 广义 奇 点 的 个 数 为 Ri 十 n 十 NN — kB AULAE P S N 一 
K = N 42g 一 2 条 (可 定向 的 情况 ), 由 于 
N+28—2— (Rit n--N— X) 
+ (2g —R —a+k—1)—l, 
d EI A erp fede 
eZ 2g —R,—n-FEk—1 
条 其 它 奇 闭 轨 ?, 上 式 即 不 等 式 (12)。 


1) 如 果 38 一 RR, 一 # 十 此 一 1<0, 则 上 述 推 理 不 能 用 ， 但 此 时 有 Rt #>28 
tk LET 5 之 0? 故 (12) 式 仍 成 立 ， 


SUL 


CMM EHI PPAR Ran me 


不 可 定向 曲面 的 情 次 只 要 改 用 2 — 2 代 天 即 可 。 
gil RERE T 上 的 连续 流 f 有 一 不 稳定 结 点 0,— 2x 
点 5 和 一 个 半 稳 定 第 二 类 极限 环 D. "DE Cherry 的 著名 例子 2 


图 10.8 


的 改造 。 由 于 增加 了 FT， 故 已 不 出 现 非 闭 P 式 稳定 轨 线 。 现在 
(12) 式 中 有 Ri 一 0, n 一 1,8 一 1, 一 1, 故 由 
0 二 c+ 二 1 之 2 二 1 一 1 一 2 

知 cz, 图 10.8 中 一 条 不 明显 的 奇 闭 轨 是 由 S. T 以 及 由 5 跑 
出 而 趋向 T 的 两 条 分 界线 hi 所 构成 的 ， 

如 果 把 了 看 成 广义 集 点 , 哆 出 一 条 两 类 分 界线 2, 从 口 也 跑 出 
一 条 丙 类 分 界线 ko MEM S 跑 出 的 两 条 甲 类 分 界线 ,共有 四 条 . 
由 

4 一 3 十 (2) 一 1 

知道 至 少 还 有 两 条 奇 闭 轨 线 ,结果 比 定理 10 更 好 。 添 加 的 男 一 条 
奇 闭 轨 线 ,由 OST 以 及 hh 所 构成 。 

AUR T 不 存在 , 则 得 Cherry 流 ( 图 10.9)， 这 时 一 0, R= 
1 要 (12) 式 成 立 , 仍 只 须 c 宏 1。 例 如 ,可 以 取 Ssh, b 以 及 广义 
dA GC 式 稳定 轨 线 的 闭 包 ) 构 成 奇 闭 轨 ，[20] 中 证 明 4 与 5 是 
正 向 P 式 稳定 轨道 ,其 闭 包 G 在 T 上 是 无 处 镁 密 的 , 它 与 菜 一 横 
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Ey 10,9 


截 圆 的 交集 是 Cantor 集 . 

如 果 把 0O 点 以 及 从 它 跑 出 的 一 条 丙 类 分 界线 L BABER 
的 话 , 那 么 除了 前 段 所 说 的 奇 闷 轨 线 以 外 ,还 有 由 C.8,0,4 以 及 
4《 从 G 跑 出 的 再 类 分 界线 ?构成 的 奇 闭 轨 ， 与 前 一 奇 团 轨 线 不 同 
之 处 ,是 现在 连接 轨 线 点 和 LO 不 属于 G T. 

下 面 转 而 研究 不 可 定向 闭 曲 面 M* 上 连续 流 f PETRS, 
且 其 全 体 不 把 M* 分 割 为 不 连通 集 的 单 边 与 双边 闭 轨 的 最 多 条 
数 。 这 问题 对 于 可 定向 闭 曲面 (这 时 不 存在 单 边 闭 曲线 ) 或 是 对 不 
可 定向 六 提 面 上 的 单 边 闭 曲线 来 说 ,都 是 早已 解决 了 的 。 

设 ”表示 了 的 奇 点 个 数 ， RA OR 分 别 表示 源 点 和 浏 点 的 个 
数 , 它 们 都 必 具 有 指标 十 1。 记 m= maxik, X]. 

首先 ,证 明 PR? 上 连续 洪 的 一 个 性 质 。 

EEI. 2i A PR! 上 的 连续 流 ， 其 奇 点 的 个 数 有 限 ， 则 
PR! 上 人 至 人 少 存在 一 条 闭 轨 或 奇 闭 轨 。 特 别 是 : | 

1) 若 只 有 唯一 的 奇 点 , 且 为 初等 ,或 存在 一 闭 的 模 截 线 ,使 奇 
点 都 在 它 的 同一 边 , 则 必 直 在 一 条 单 边 奇 闭 轨 ， 

1) Æ k= 0 (十 六 之 0), 则 存在 至 少 两 条 Cm RA 
或 奇 闭 轨 线 ,这 些 奇 财 轨 ， 至 少 有 一 人 杂 是 单 边 的 。 
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证 。1》 的 证 明 已 见 $ 4 定理 6 推论 3. 为 了 证 明 2), 先 给 出 两 
个 引 理 。 

引 理 5. 对 于 PR? 上 的 连续 流 1, 设 奇 点 个 数 有 限 ， 为 4 个 
( 同 伦 于 零 的 闭 或 奇 闭 轨 线 连 同 其 内 部 一 起 作为 一 个 广义 奇 点 看 
待 ); K 5j A 表示 上 述 厅 点 中 源 点 和 渊 点 的 个 数 〔 其 中 化 包括 广 
义 的 ， 如 极限 环 )。 则 跑 出 《进入 》 奇 点 的 甲 和 乙 类 分 界线 手数 
NCN) 和 MCM) 分 别 满足 不 等 式 : 


Na 1, M4 下 十 六 之 上 0 时 ; (13) 

5, 当 k= K= 0 hf; 

MOI) 2 [^ M k+ >00 k (14) 
1， 当 大 一 天 一 0 时。 


证 明 由 本 节 引 理 3,4 和 $8 引 理 3 立刻 得 出 只 须 注意 对 PR, 
其 上 奇 点 的 指标 总 和 天 一 1, 并且 对 指标 十 1 而 有 构 罗 域 与 双 曲 
域 ( 其 个 数 必 定 相等 ) 象 图 10.7 中 那样 的 奇 点 ， 我 们 可 以 设想 先 把 
它们 的 精 圆 域 缩 成 一 点 ,从 而 双 曲 域 也 随 之 消失 ,于 是 都 可 以 当做 
源 点 或 渊 点 来 看 待 ,因此 本 节 引 理 4 就 可 以 应 用 了 ， 这 时 Kr 
就 相当 于 k= K= 0,K mr RAAT kK >O, 

引 理 6。 设 TOT) 表示 从 一 切 奇 点 跑 出 ( 跑 进 ) 的 甲 、 乙 、 丙 
三 类 分 界线 的 总 和 ， 则 有 ; 

TZM+N+k>n+k—1, 4 RO. (15) 

>nti, HM i a: E 
TZMEN +k >ntKE—l, 5 k+K> 9 RI a 
abi 当 一 一 0 时, ! 

证 明 可 由 引 理 5 立刻 推出 。 

下 面 证 明定 理 11 的 2). 

假设 c 是 不 同 伦 于 零 的 闭 轨 个 数 ， 4 EAR ETERRA 
闭 轨 个 数 . 考 起 从 诸 奇 点 跑 出 的 了 条 分 界线 ,它们 的 极限 集 除了 
“个 奇 点 外 ,还 可 能 是 “十 4 条 闭 和 奇 闭 轨 线 ， 出 (15) 的 第 一 式 
得 

T2nck—lz-e(n--s-cd)c-(k—e—d)—1!, 
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故 当 b 0 时 ,上 的 闭 和 奇 闭 轨 的 总 数 不 少 于 
(k—e—d)Toctd-k 
条 。 仿 此 , 当 k= 00 时 由 (15) 的 第 二 式 得 
T Zndadeí(n-Fo-dd)--(2—e—4d)—1, 
故 了 的 六 和 奇 闭 轨 的 总 数 不 少 于 
《2 一 5 一 四 十 5 十 4 一 2 


F. R20 和 多 一 0 时 的 情况 类 似 。 

现在 假设 这 些 闭 和 奇 闭 轨 中 没有 单 边 的 。 则 电 于 PR* 上 每 
一 双边 闵 或 奇 闭 轨 都 包围 一 拓扑 贺 盘 ， 而 我 们 前 面 已 设 同 伦 于 零 
的 闭 或 奇 闲 轨 都 已 被 缩 成 一 点 当 慌 广义 奇 点 看 待 了 。 这 样 ， 最 后 
我 们 应 得 不 到 闭 和 奇 闭 轨 线 , 与 前 面 所 证 的 相 矛 盾 ， 事 实 上 , 按 定 
理 的 推理 记得 出 的 两 条 轨 线 (2m 条 ) 应 该 都 是 单 边 的 。 

以 下 三 个 例子 可 以 给 读者 一 些 感性 知识 ， 

例 2 图 10.10 中 的 PRE 上 的 连续 流 有 三 个 普通 奇 点 : FOU 
AUEGERUR, SARA O XRERA. I "一 3, ke K — 1. Hi 
引 理 6 知 有 了 之 3,， 5 一 4 一 0。 记 3 一 3 十 人 1) 一 1, 知 可 得 到 
一 条 单 边 奇 闭 轨 , 它 是 由 从 3 跑 出 的 两 条 甲 类 分 界线 《都 绕 向 O) 
和 S, O 两 个 奇 点 一 起 构成 的 ， 不 难看 出 这 是 一 条 单 边 奇 打扫 . 

同样 , 若 考 虑 T 和 六 , 则 可 得 到 由 S.F 以 及 进入 3 的 两 条 


分 界线 FS5 B 所 构成 的 另 一 条 单 边 疝 闭 轨 。 在 本 题 中 ， 上 
述 两 奇 闭 轨 不 一 致 , 故 结论 实际 上 比 定理 11 的 结论 要 好 

例 3， 图 10.11 中 的 PR 上 的 连续 流 有 一 不 稳定 焦点 0, 一 
鞍点 $, 和 一 个 指标 十 1 的 高 阶 奇 点 9 又 有 一 条 单 边 闭 轨 T k 
”一 3,0 一 1。 可 以 设想 把 S ROPA SIBI ARR S É Sl 成 
为 一 广义 源 点 。T 是 稳定 和 极限 环 ， 不 同 伦 于 零 , 又 一 2。 同 前 ， 
知 若 考虑 从 奇 点 攀 出 的 分 界线 则 有 4 一 (3 十 2) 十 (1) — 1, 所 
以 除 以 外 还 有 一 条 由 T, 9 以 及 从 S 跑 出 的 两 条 甲 类 分 界线 


1) 4 2 一 0 — d«0 时 这 个 推理 不 能 用 .但 此 时 有 0 + 4>2s 定理 的 结论 坊 成 
i. ; 
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10,11 


《它们 都 趋向 D-EK X EPHIELER T 但 这 条 D* 却 是 
双边 的 , 它 和 的 一边 是 阴影 区 域 、 由 于 T AFE. D* AENEA 
. 义 下 同 伦 于 零 。 

现在 转 而 考虑 进入 各 背 点 的 分 界线 : ”有 两 条 进入 & 的 甲 类 
. 分 界线 和 一 条 进入 了 的 两 类 分 界线 ,这 里 把 工 看 成 广义 渊 点 ,大 一 
. 1. 或 由 (16) 的 第 一 式 ，T' 24 一 1 一 3， 结果 也 是 一 样 。 但 若 把 
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工作 为 已 知 的 不 同 伦 于 零 的 闭 轨 看 待 , 则 n= 3, c — 1,0 a 
4。 我 们 由 3 一 4 十 《0) 一 1 推 不 出 有 新 的 奇 闭 轨 线 存 在 。 以 上 
所 说 的 可 用 图 10.11 的 简化 图 (图 10.12) 来 表示 ， 而 定理 11 ii) 中 
BH) m = max{k, k} —2, 

但 事实 上 ,从 S, 跑 出 的 轨 线 除了 一 条 进 人 & 以 外 ， 其 它 的 
都 进入 了。 故 在 图 10.12 中 补 上 虚线 SD 以 后 仍 可 得 到 一 广义 奇 
闭 轨 ,但 它 不 是 由 定理 11 的 论证 所 能 得 到 的 ,因为 该 定理 用 了 引 
理 6, 其 中 对 5 算 作 只 胸 出 一 条 天 类 分 界线 ， 对 了 算 作 只 进入 一 
条 天 类 分 界线 ， 


o 


Sı 


图 190.12 图 ;0,13 


又 注意 : FER 0001 中 降低 nr 的 位 置 , 使 nor 都 位 于 
5 的 上 方 , 则 可 使 从 S. 跑 出 的 两 条 分 界线 都 绕 向 0, 于 是 S 
KAT. 这样 ,将 变 成 不 稳定 环 ,而 0 外 围 将 出 现 稳定 环 DLL di 
得 一 个 新 的 广义 青 闭 加 T. EH roS 以 及 从 S; 跑 出 的 两 条 甲 闫 
分 界线 所 构成 。 该 事实 也 不 能 从 定理 11 FH, 因为 T 的 存在 是 
由 Poincaré-Bendixson 定理 导出 的 。 把 五 ERWA., 考 虞 下 个 
奇 点 Orosh: 以 及 从 它们 胞 出 的 四 条 分 界线 。 由 等 式 4 一 4 
十 (1) 一 1, 也 得 一 条 新 的 奇 闭 线 TT hn 10.13 所 示 。 

例 4( 图 10.14). 这 里 有 一 个 指标 十 2 的 高 阶 奇 点 口 ， 一 个 
鞍点 5 和 一 条 已 知 的 单 边 闭 轨 T. à # 一 2， 大 一 大 一 0，5 一 1. 
从 0 胸 出 一 条 乙 类 分 界线 ,从 5 跑 出 两 条 甲 类 分 界线 , 故 了 =3. 由 
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3 一 《2 十 1) 十 (1) — L,AXBBES T j XS RE 8EISLARTT VEHI 
O, S, UEM S 跑 出 的 甲 类 分 界线 及 由 避 跑 出 的 乙 类 分 界线 各 一 
条 构成 (图 中 用 点 线 +++++ 表 示 )。 故 由 定理 11 内 能 得 到 两 条 奇 闭 
轨 ，, 其 中 之 一 是 .了 。 

事实 上 , 工 现 在 是 单 边 不 稳定 级 下 环 ,从 了 应 可 中 出 一 条 丙 类 
分 界线 ， 故 若 在 定理 11 中 算 作 n= 3,7 = 4,0 = 0, 则 由 4 一 3 
十 《2) 一 1 可知 除 T* 外 还 有 一 条 TR， 它 是 0 点 的 椭圆 轨 线 之 


图 10.14 图 10.15 


一 (图 10.15)。 

当然 ,在 出 现 奇 点 的 椭 贺 域 时 ,我 们 可 以 认为 有 无 限 多 条 奇 闭 
WA. 但 也 和 乙 、 丙 类 分 界线 一 样 ,对 一 个 椭 域 我 们 只 算 有 一 条 奇 

下 面 研究 一 般 不 可 定向 闭 曲 面 M* 上 连续 流 了 的 性 质 。 

定理 12， 设 了 有 ?个 青 点 , k k 分 别 为 指数 十 1 的 源 点 与 
潮 点 的 个 数 ， 严 一 max{k, k}; W f 8yp 5 S PRELATI C 满足 
不 等 式 

ame 


R-cECOgcm-—1, ; (17) 
其 中 是 非 闭 P 式 稳定 轨 线 闭 包 的 个 数 , R < |E], 
证 ， 由 定理 11， 我 们 只 须 考虑 & > 2 的 情况 。 证 明 与 定理 


11 的 证 明 类 似 ， 但 应 注意 : 由 于 现在 所 一 2 一 8 安 0, 故 天 盖 
下 十 大 不 可 能 成 立 , 从 而 (13) 的 第 二 个 不 等 式 不 可 能 成 立 , 而 第 一 


个 不 等 式 现在 成 为 : 
N(N)2n—Kn-rg—2, (18) 
MCM) z0 
(11671513835, (155, 16) 的 每 一 不 等 式 也 只 有 一 种 情况 ， 即 : 
TT 之 Mt 和 N 直 之 tt 二 8 路 一 2， (19) 


T 2OM-FEN-FKEZncTgekK—2. 
3p 98888 — AP AS ERU UL ASE 
T zn-c-R-s-d)d(g--&—R—ce—d4d—1)—1, 
其 中 g 为 已 知 的 不 同 伦 于 零 的 财 轨 数 ，d 为 不 同 伦 于 零 的 特殊 奇 
闭 执 数 ， 即 知 广义 奇 闭 轨 的 数目 不 少 于 £c R—R—e6—d— 
13。 再 加 上 已 知 的 otd RANAH, MEARS ARACE 
括 普 通 的 和 广义 的 ) 的 数目 C : 
CZIOg-RÀ—R—I,HHE R-c-CÉgMk—l 
同样 ,由 T NURAXUERIBBRcTCIgcTA—IL 合并 之 , Bü 
得 (17). 
注意 1: 对 K 上 的 无 奇 点 流 有 m—0,5 CRI 
BA R = 0, C2 8I TETEPISL. 
注意 2 不等式 (17) 与 (9) 的 第 一 个 不 等 式 类 似 , (BU 150 
m ARAR NoNo 二 者 之 间 的 关系 现在 还 不 清楚 . 
定理 13.。 设 不 可 定向 闭 曲 面 Ms 上 窑 在 :条 单 边 闭 曲 线 , ” 
RAAH C+ an> 0), 使 它们 互 不 相交 ， 且 M* 上 除去 这 


1) 如 果 gc &—R—90—4—1«0, 则 上 述 推理 不 能 用 .。 但 此 式 本 身 表 示 
o -dBgBk-R-i.AWd 
C29 二 >Bg 十 天 一 中 一 1， 
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n 条 闭 曲 线 后 仍 为 一 连通 集 , 其 充 要 条 件 是 
s+ [ThA & 一 :为 奇数 时 ， (20) 
e 当 8 一 :为 偶数 时 . 

证 .用 归纳 法 S 6 — 0D 时 Me PR" 由 于 PR 上 任 一 
双边 曲线 必 把 PR? 分割 成 两 个 连通 支 ,而 任 二 条 单 边 曲线 必 有 交 
点 ， 因 此 满足 定理 的 条 件 的 数 对 GG.) 只 能 是 (1，0)。 反 过 来 ， 
(5,2) = (1,0), 显然 也 满足 不 等 式 (20)。 

当 8 一 2 时 M* — K', EIER FUSION 

(5,2) = 0,0),C1,0), 3E C0,1) 
满足 (20)。 反 过 来 ,满足 定理 的 条 件 的 上 述 三 种 数 对 也 确实 存在 . 
对 (1,0) 与 (0,1) 是 明显 的 ; 对 (2,0) 可 以 取 两 条 形 如 Rffh 型 的 
单 边 曲线 ( 见 S) ATEC Gn) 的 组 合 ，* 十 ”条 曲线 都 会 把 
K 分 割 成 为 不 连通 集 . 

现在 假设 定理 对 =k 及 & 一 和 一 1 时 都 已 证 明 其 成 立 ， 
我 们 要 证 明 它 对 8 一 《十 1 也 成 立 。 

假设 存在 sn 条 互 不 相交 的 单 边 与 双边 闭 曲 线 ， 使 得 从 
Mtt 除去 它们 之 后 仍 得 一 连通 集 , 要 证 明 不 等 式 当 g 一 下 十 1 时 
成 立 . 

E s > 0, 设 工 为 其 中 一 条 单 边 闭 曲线 , 设 Mi= MÓU—L 的 
亏 格 为 ko MWA 

2— (k + 1) -—X(OMUT) 一 XCMD) 
- t — 2k — 1,?4 可 定向 时 ; 
24 —1, 94 Mi 不 可 定向 时 ， 
从 而 
p c (A278 为 可 定向 时 ; 
&, 当 Mi 不 可 定向 时 。 
这 样 , 当 Ms 为 可 定 疝 时 ,& 必 为 偶数 , 故 由 [4] 定 理 9.3.6 知 


n<, =1, M s+ ncm. 当 M 为 不 可 定向 时 有 
s = 十 1, 由 归纳 法 的 假定 ,有 
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s+ în = 1 +n t2 
koc RS ks ARARA; 
k+l= +1,4 k—: ARA, 
这 就 证 明了 (20) 式 对 g — kr RX. 
' 车 :一 0, 为 一 条 双边 闭 曲 线 。 此 时 注意 M, 一 MÜUU"-L 
B5 kh MESA: 


à 《二 , 当 M, 为 可 定向 时 ， 


k= 1,94 Mi 为 不 可 定向 时 。 

如 前 可 证 《0,*) 也 满足 8 一 天 十 工时 的 (20) 式 。 
另 一 方面 ,如 果 已 给 一 对 满足 (20) 式 的 非 负 整数 (s,#), 我 们 来 
证 明 一 定 疗 在 {十 » 条 互 不 相交 的 单 边 与 双边 闭 曲 线 , 使 它们 在 
M: 上 的 余 集 仍 为 连通 的 .为 此 ,不 仿 把 M 看 成 是 一 个 球 上 粘 有 8 
个 交叉 帽 ( 见 [4] 第 九 章 定理 3.10)， 即 车 M* 是 一 具有 8 个 边界 
il hyh, tol, RIRE H 是 一 映射 把 一 切 所 的 对 径 点 等 同 起 
X. dB Li = HQ, W Mr — HOM *)CI, 81 COSE 10.16). 
显然 ,我 们 可 以 取 Lo L229 5 ibn. Es n nin 
0, Xj aT ELE m RGB RC Lers Eae. t tto Coen L,434). X 


< 


图 10.16 


每 一 这 样 的 单 边 曲 线 对 《Lis 上 ,x1w), 我 们 先 从 每 一 曲线 切 去 一 
小 恨 缴 ,然后 用 位 于 球面 上 的 男 外 两 段 曲 线 弧 来 连接 它们 ,使 之 成 
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为 一 单 闭 曲 线 Cis 则 C, 必 为 双边 曲线 ， 且 其 余 集 在 球面 上 是 过 
通 的 。 这 样 就 得 到 # 条 所 需 的 双边 曲线 .定理 证 毕 ( 图 10.17), 


图 10.17 


. 33814. jk Ms 为 亏 客 & 的 不 可 定向 曲面 ，1 为 好 上 的 连 
续 流 ,有 :十 # 条 不 同 伦 于 零 , 彼 此 不 相遇 , 亦 不 相互 同 伦 的 单 边 
和 双边 闭 或 奇 闭 轨 ， 则 : 

1) 和 8, 且 存在 这 样 的 了 使 * 一 8 

2) 如 果 8 为 订 数 , 且 奇 点 个 数 有 限 , 则 ;之 1; 

3) 如 果 奇 点 个 数 有 限 , 则 e 一 :为 偶数 ;又 如 果 2 27 1,M 为 
闭 曲面 ， 则 有 


n+R < max [1,3£32—$), R+ <E, 
由 此 易 推 出 
n REH +e Saas 


sat AR 3g —8, 
证 明 从 略 ,请 参阅 原文 [37 ]. 
最 后 证 明 [37] 中 的 一 个 有 址 结果 。 
设计 是 有 亏 格 8 的 不 可 定向 曲面 ， 工 是 对 上 一 条 Jordan Hi 
线 ,L* 是 L 在 M 的 二 重 覆 盖 空 间 M* 中 的 提升 。 那 么 有 : 
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定理 15. 若 & 为 偶数 (奇数 ) 而 工 为 单 边 的 (双边 的 , 且 M 一 
L 为 连通 集 ), 则 M* — L* 为 连通 集 。 

证 . 我们 把 邓 看 成 是 一 个 带 有 中 个 交叉 幅 的 球面 , 设 M, 与 
L 是 对 与 工 的 复 本 。 Ul M* 可 以 看 成 是 M 与 M; 通过 粘 合 它 
们 的 8 对 交叉 帽 而 得 的 连通 和 ， 而 L* 可 视 为 工 与 L 的 连通 
4H. 

今 先 证 定理 的 第 一 部 分 ， 即 “为 偶数 的 情况 ， 因 为 XCM 一 
工 ) =X(M)—2— g, H 

X(M — L) ar — £y, — 1,34 M—L 为 不 可 定向 时 ; 
2--3g4.,— 1,24 M 一 上 为 可 定向 时 ， 

易 见 M 一 上 与 Mi 一 工 : 是 连通 不 可 定 高 曲面 ,其 有 8 一 1 个 
交 义 帽 ,和 一 条 边界 L (或 LL). 

由 M* — L* 的 可 定向 性 以 及 M* — L*—(M 一 工 )UCM: 
— Lj) TJA M* — L* 可 看 成 是 M —L 与 Mi — L, 通过 粘 
合 它们 的 g — 1 对 交叉 帽 ， 并 且 把 工 与 Li 连接 成 为 L* 而 得 
到 ， 因 此 M* 一 L* 是 连通 集 . 

定理 的 第 二 部 分 ( 即 2 为 奇数 的 情况 ) 可 类 似 地 证 明 ， 只 须 注 
意 由 公式 

2 一 ?一 企 一 4 一 2 着 M 一 工 为 不 可 定向 时 ， 
2 一 28: 一 2: 若 M —L 为 可 定向 时 ， 


AUS GT 
M 
M 
w 
一 二 > 
P d 
-一 
Pt 
必 一 一 


10.18 
以 及 8 为 奇数 :可 知 M -—L 应 仍 为 不 可 定向 ， 
下 76。 


”下 面 是 当 g—2, MK, M*—T', 上 — Ab 时 的 图 示 ， 
M* 一 L* 表示 将 T 向 纬 图 割 开 (图 10.18), 

结论 。 本 节 所 介绍 的 这 些 结果 可 以 阅 是 曲面 折 扑 学 和 曲面 动 
力 系统 方面 的 一 些 具 有 基本 重要 性 的 结果 。 但 是 如 何 应 用 它们 来 
解决 曲 而 上 由 微分 方程 所 定义 的 动力 系统 的 闭 轨 与 奇 闭 扫 的 存在 
性 与 个 数 问 题 , 仍 有 待人 人 门 去 作 进一步 的 探讨 。 
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$11 环 面 上 的 线性 三 角 多 项 式 系 统 


在 前 面 十 节 中 我 们 所 研究 的 曲面 上 的 动力 系统 都 是 押 象 地 定 
义 的 ,除了 极 个 列 的 例题 之 外 ， 对 于 这 种 动力 系统 ,我 们 总 是 先 假 
设 它 具有 某 些 性 质 ， 然 后 再 试图 证 明 它 也 具有 另外 一 些 性 质 。 这 
有 时， 该 假定 哪些 性 质 就 是 一 个 很 值得 考虑 的 问题 了 ，。 警 如 在 [681 
中 曾经 证 明 过 如 下 的 定理 ; 

THL 设 f 为 亏 格 > 1 的 闭 曲 面 上 的 C! 向 量 场 ,假设 : 

D 上 有 有 限 多 个 的 非 退 化 奇 点， 

2》 在 这 些 青 点 中 至 少 有 一 个 自由 源 点 ， 

D 不 存在 渊 点 ， 

4) 不 存在 完全 由 著 点 和 连接 它们 的 轨 线 所 构成 的 奇 闭 轨 线 . 
那么 在 此 曲面 上 必 存 在 非 奇 点 的 回归 解 . 

如 8$9 所 见 , 余 潮 祥 “改进 了 定理 1, 所 假设 的 条 件 更 少 ,而 得 
到 的 结果 更 强 ， 因 此 如 果 在 [68] 中 假设 条 件 1), 2), 4) 以 及 定理 
1 的 结论 成 立 , MAIRE 3) 是 否 成 立 , 则 回答 可 以 是 肯定 的 ， 也 
可 以 是 否定 的 , 即 没有 确定 的 答案 。 

因此 ,在 对 曲面 动力 系统 作 了 足够 的 一 般 定性 研究 以 后 ,我 们 
现在 要 转 而 对 曲面 上 由 微分 方程 所 定义 的 动力 系统 做 些 研究 。 这 
种 动力 系统 只 要 方程 一 经 给 定 以 后 就 一 切 都 决定 了 . 由 $1 可 知 
对 两 种 亏 格 为 1 的 闭 曲 面 ， 环 面 和 射影 平面 以 及 亏 格 为 2 的 不 可 
定向 闲 曲 面 Klein XE, 要 用 方程 来 定义 动力 系统 是 很 容易 的 ， 即 
先 在 平面 上 的 正方 形 中 给 定 动力 系统 ， 并 讲求 它 在 边界 上 满足 连 
接 和 光滑 性 条 件 ,就 可 得 到 上 述 三 种 曲面 上 的 C1,C*,…- 以 至 解 
析 系 统 了 。 类 比 于 多 项 式 系 统 中 的 最 简单 但 却 是 最 重要 的 一 一 线 
性 常 系数 方程 ,并 和 且 考 虑 到 边界 条 件 ,我 们 自然 地 会 想到 来 研究 线 
性 三 角 多 项 式 系 统 ( 见 [78]): 
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L ES dun y, 3 = Csinx + Dsiny, CD 
dt dr 


XX HL CT EUG DIR SURE ANR AAR, 25 5 E 8 C DR 205 44. 
方程 具有 
dx dy 


LE dy — 2 
me c.m crt UE OER (2) 


的 形式 9， 其 次 ,为 了 使 41) 能 定义 环 面 上 的 动力 系统 ,需要 取 一 个 
基本 正方 形 ， 使 (1) 在 正方 形 对 边 上 的 等 同 点 处 定义 相同 的 向 卉 ， 
这 样 才能 得 到 至 少 是 C 向 量 场 。 为 此 ， 我 们 取 基 本 正方 形 为 
$,; Ox xs 2m, 0x y&zlr, 
或 
$3; Üxc xc m, uy. 

不 难看 出 由 方程 《1) 和 正方 形 8%， 就 可 确定 环 面 上 的 解析 向 
量 场 ,由 (1) 积 正方 形 9 由 可 确定 环 面 上 的 C' 向 量 场 。 下 面 依 
次 对 这 两 个 向 量 场 及 其 轨 线 的 拓扑 结构 作 较 详细 的 分 析 。 读 者 将 
会 看 到 ,情况 要 比 平面 上 的 线 竹 系 统 (2) 复 来 得 多 。 


(一 ) 在 S, 所 确定 的 环 面 上 研究 方程 (DD)， 


(1) 在 S$ EERTE., BAAM T 后 得 到 T^ 上 有 
四 个 奇 点 的 三 角 多 项 式 系统 。 S .上 的 这 点 可 分 为 两 类 。 第 一 类 
HET: 

(0,0), (0,22), (2x ,0), (2x ,22) 和 CP 
对 应 到 T* 上 则 前 四 个 合 而 为 一 ， 第 二 类 奇 点 有 四 个 : 
(0,2), (2ryr) (rs0) (zs2r)。 

对 应 到 T" 上 , 则 前 两 个 合 而 为 一 ,后 两 个 合 而 为 一 。 由 初等 计算 
BRM AD BC 2 0 时 前 一 类 奇 点 的 指标 为 十 1, 后 一 类 奇 点 
的 指标 为 —1, AD 一 BC «0 时 则 反之 ， 这 时 只 要 平移 坐标 原 
点 到 任 一 第 二 类 奇 点 去 , 即 可 化 为 AD 一 BC 2 0 的 情况 ,当然 ， 

1) UT) AAEE ORIS AE NARAIN BEDRES 
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我 们 假定 方程 (1) 在 $5， 以 外 也 有 定义 。 基 此 以 后 可 设 4D 一 BC 
> 09, 于 是 第 -~ 类 奇 点 有 指标 十 1, 第 二 类 为 通 点 ， 

经 过 详细 的 分 析 ( 这 部 分 较为 繁琐 , 故 从 略 ), 按 系数 4,8,C， 
D 所 满足 的 一 些 代 数 关系 式 ,可 知 (1) 在 S, 上 的 奇 点 组 台 有 如 下 
三 种 : i 
D) 中 心 - 鞍 点 型 。 这 又 可 以 分 为 两 种 类 型 。 
G) 4— —D, B-— —C, |B| > jA». 这 时 (1) 有 通 积 


(a (e o 
ZAY Z 


A. Ea 


图 H.i C HE 11.2 


轨 线 图 如 图 11.1, 其 中 两 个 鞍点 在 同一 条 奇 闭 轨 线 上 。 
(2) 4 — D 一 0，B 和 一 C。 这 时 有 通 积分 


cosy 一 天 cosx + K, (4) 


分 


轨 线 图 如 图 11.2, 其 中 两 个 鞍点 在 不 同 的 奇 团 轨 线 上 。 
不 难 想象 , 当 3 的 对 边 等 同 而 成 为 T^ 以 后 ,图 11.1 四 和 角 的 


1) 当 AD — BC 一 0 时 (1 有 一 系 平行 直 缓解 。 情况 次 简 单 ， 相 当 于 Poincaré 
讨论 过 的 SE 一 eK. 当 4 o —D, Bem C 而 181 一 Al HIR 
出 现 上 述 情况 。 
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小 兰 角 形 也 拼 成 一 中 心 区 域 , 故 环 面 由 两 个 中 心 区 域 组 成 ,其 公共 
边界 是 间 时 经 过 两 通 点 的 奇 闭 雪线， 在 图 11.2 的 情况 , 则 中 心 区 
域 的 边界 为 各 自 经 过 一 个 鞍点 的 奇 闭 雪线 h M hE hh 之 
间 还 充满 着 一 系 不 同 伦 于 零 的 闭 遍 线 。 

2) 结 点 -鞍点 型 . 

(i) 4= —D, B= —C, |B| «Al, 

通 积分 仍 如 (3) 式 ,得 拓扑 图 则 如 图 11.3?, 


(2) B — € —0, Ax 一 D。 通 积分 为 


1) 这 里 设 AD 一 BC«0, 从 而 (xx) à S BRAEM BARAKAN 
四 条 分 界线 的 去 向 ， 
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A j p 
(as z) 一 天 (man) $ 
2 2 


AULAE An 11.6, 1E Z3 JE RIS V Ze 0 A: LEO, 


11.6 图 11.7 


但 反 过 来 ， 具 结 点 -鞍点 型 拓扑 结构 图 的 方程 (1) 不 一 定 是 可 
积分 的 ， 此 外 ， 在 这 里 我 们 也 没有 考虑 在 结 点 外 围 是 否 可 能 存在 
极限 环 。 

3) fus ERU, 

基本 结构 有 图 11.4 和 图 11.5 两 种 。 在 图 11.4 内 只 有 两 条 过 
鞍点 的 分 界线 全 部 位 于 虚线 所 围 的 正方 形 中 ; 而 图 11.5 的 四 条 分 
界线 则 都 位 于 此 正方 形 中 ， 同 前 ， 这 里 也 没有 考虑 焦点 外 围 是 否 
存在 极限 环 的 问题 ， 

下 面 转 而 考虑 非 中 心 -鞍点 型 的 方程 在 什么 时 候 存在 第 一 类 
或 第 二 类 闭 轨 的 问题 ， 

情况 14 十 也 一 一 (B 二 C)s0。 

仿照 [77], 置 

A= 4D aBC 
2 


3 


N 4T D 
öm í 5 
25 2 (5) 


1) ERE T" 上 图 11.6 是 和 网 11.3 拓扑 等 价 的 ， 
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Xt] 
A—AT3B-—B—8,C€——B—38,D = —A- 8, (6) 
而 方程 (1) 成 为 


£ - (A+ 8)sin x + (B — 5)siny, 
t 


i C) 
z = (— — 5Jsinx 十 《一 4 十 8)sin y, 
固定 4 与 B 而 让 6 变动 ,容易 算出 
iP Q 
ap 08 = (B — A)(sinx — sinyP, (7) 
65 ð| 


CE S 中 为 常 号 ， 仅 在 zx 一 ?及 十 7 一 fxY 十 7 一 3r 上 
ESTE, KOH 8 构成 广义 旋转 向 量 场 。 由 前 知 当 5 二 0 时 
(7) 有 中 心 ,所 以 当 5 x 0 时 (7) 没 有 第 一 类 闭 轨 ，。 

在 讨论 其 它 情 况 以 前 首先 研究 一 下 (1) 的 等 倾 线 的 形状 ， 它 
们 都 是 M sin x 十 Nsiny 一 0 形状 的 曲线 。 我 们 不 姜 限 制 在 四 直 
线 : f 

yr xz, xt y= r, t+ y= 3r 
所 疙 的 正方 形 中 来 车 虑 (图 11.7); 因为 不 难 证 明 此 正方 形 的 边 都 
是 方程 (1) 的 无 切 缴 ， 闭 轨 线 不 能 和 它们 相交 。 又 当 AD 一 BC 
之 0 时 ,x,x)》 与 (0,0) 一 样 是 指标 十 1 的 奇 点 , 故 第 一 关闭 转 若 
存在 ,必定 保持 在 此 正方 形 中 。 又 不 难看 出 : 4M5 N RSi 
Msinx 十 Nsiny 一 0 是 形 如 (1) 或 (3) 的 曲线 ; 当 邓 与 Y 同 号 时 
它 是 形 如 (2) 或 (4) 的 曲线 、 当 [MU 一 N| 时 它 退 化 为 x y, 
x+ yma 和 x 十 yy 一 3x; 或 退化 为 zy 一 2xr edm 
和 一 zx 十 天 (图 17)。 
其 次 考虑 (1) 的 发 散 量 为 零 的 轨迹 , 即 

4 cos x + Deosy — 06, (8) 
该 曲线 的 可 能 形状 网 图 11.8 8111.9, 前 者 出 现在 4D > 0 时 ,后 
者 出 现在 AD «0 时 ， 两 图 中 的 41D ,3) 表 示 |DI < 141 时 的 
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曲线 (8);C2),《4) 表 示 1D) > 14| MEHR). 4 D — 4 时 (8) 
退化 为 图 11.8 中 正方 形 的 四 边 ; 当 D 一 一 4 时 (8) 逮 化 为 图 119 
中 的 hh, XXFÉ, D— 4 3€ 0 的 情况 就 可 以 不 用 考 起 ， 因 为 第 一 
类 闭 胃 不 可 能 保持 在 发 散 量 为 常 号 的 区 域内 部 。 又 D 一 4 一 0 的 
情况 前 面 已 经 考 凡 过 ,因此 以 后 不 妨 设 D 关 A, 
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P. M 
j 
TEKE 
BN 
Z 
SZ (7,0) 
{t:0} 
AD>0 4Dc0 
图 11.8 11.9 


对 (1) 不 妨 画 定 4 兰 中， 这 时 有 B >o AB o KRE. 
当下 <0 时 可 作 变 换 x — 5, y 2x — v, (B B,C TS. 
互 变 为 正 的 时 AD 一 BC 不 变 号 。 因 此 以 后 总 可 假定 在 方程 (1) 
中 有 AZ0, B 0, 

情况 II，《D < 二 0, 

由 于 4D 一 BC 0, fj C —0, D > 0。 取 一 Liapu- 
nov 函数 


了 一 一 Csioz 二 十 有 sin? 卫 ， 
à 2 
W V — V;, max(B, —C)«&V,« B— C 定义 一 系 包围 奇 点 
Cxar) WAHR, H. 


1) d 4<0, 可 作 变 换 一 一 ! Ra r Iy y = yN AD Uum t 
BC 不 变 号 ， 
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d 


故 (1) 没 有 第 一 类 闭 轨 ， 
ER. C>0, D>0, 这 时 可 取 


V — Csin? + Bain? l, 
2 2 


2y = 4C sinzx + BD sin?y > 0, 
APT 2 2 


如 前 可 证 不 存在 第 一 类 闭 轨 ， 

情况 IV. C<0, D 一 0， 

再 分 三 种 情况 来 考虑 : 

a) Az B2» 0, 4>|D). 

假设 (1) 存 在 一 所 轨 T. 由 于 4D — BC 90, i ICI 
ID1, 从 而 水 平 与 铅 直 等 倾 线 都 是 图 117 中 的 形状 象 (4) 约 曲线 ， 
而 发 散 量 等 于 零 的 曲线 是 形状 象 图 11.9 中 的 (3) 的 曲线 .图 11.10 


图 11.10 


中 面 出 这 三 条 曲线 并 且 假 设 其 存在 闭 轨 TT。 趴 影 区 域 表示 了 内 部 
发 散 量 为 正 的 部 分 。 易 见 此 两 区 域 关 于 直线 x+ y= 2x 的 对 
称 部 分 也 必 位 于 T 内 部 ,并 且 有 

(A cos x + Dcos y)» < —(Acosx + Dcos y)p, 
这 里 卫 指 阴影 区 域 中 任意 一 点 ,PP 表示 它 关 于 s+ y — 2s 的 对 
称 点 。 因 此 我 们 有 不 等 式 
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f (Acosr + Dcos y)dxdy < 0, 
int 


这 是 个 矛盾 、 故 了 不 存在 . 

b) Az B0, |D] > 4. 

已 知 (1) 的 特征 方程 在 《x ,zx》 点 为 

i 4- (4+ Dit AD — BC — 6, 

AUR 4 十 只 >0 有 时 《rr) 为 稳定 结 点 或 稳定 粗 焦点 ; 当 AT 
D- 0h] (e,r) 是 稳定 细 焦 点 , 且 由 aD AD (m, 外 围 无 环 . 
RE, D bhm A+ D-—0,10-—4-—D«IRB (x, 
x) 将 因 改 变 稳定 性 而 在 其 外 围 产生 一 稳定 极限 环 。 这 样 出 现 的 
极限 环 在 大 范围 来 说 是 否 唯一 ， 不 得 而 知 、 所 有 已 知 的 判别 极限 
环 唯一 性 的 定理 对 于 方程 (1) 都 是 不 适用 的 . 

c) A-« B, 

现在 我 们 可 以 对 (1) 作 变量 代 换 : 

x = 2x — y, y — 2m — x, =i, 

设 所 得 新 的 方程 右边 的 系数 为 4 ,B,C',D' WA: 
A = —D,B' = —C,C' = —B,D = —A,B. C <D «0, 
BE 1C1 < 和 1D1, 则 4 >B > 0， 我 们 对 新 的 方程 又 得 到 情况 
a) 或 b)。 如果 1C1> 1D1, 财 上 述 变 换 没 有 用 。 但 我 们 可 以 对 
此 情况 直接 讨论 ， 象 在 a》 中 所 做 的 那样 。 可 证 当 44D! 
FREER RAA, me 4 < |D], A+ D| « 1 时 存在 极 

RER, 

至 于 第 二 类 闭 轨 ， 在 图 11.2 中 我 们 已 经 看 到 当 4 一 只 一 0 
时 是 可 能 存在 的 , 它 是 从 左 到 右 还 是 从 上 到 下 ,要 看 |B] 和 IC! 
的 大 小 而 定 。 即 当 Bol 一 C 0 时 是 从 上 到 下 的 , 当 0 <B E 
—C 时 是 从 左 到 右 的 , 当 B e —C 0 有 时 得 到 图 11.1 中 的 奇 闭 
9.5. 
如 果 A+ DI 关 0, 我 们 不 难 就 水 平 与 铅 直 等 倾 线 的 各 种 


1) 关于 这 一 点 :{78] 作 了 错误 的 结论 ， 
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图 11.11 


*TREA TE ER AERCEDES —XSBInESE. IEAEL—TRAGT 
来 加 以 说 明 。 


Al. :—3sinx-- 2siny,9 = —2sin x — sin y, 


5 


t1.12 


图 11.11 中 实 曲 线 是 3sinx 十 2siny = 0 的 轨迹 ， 虚 曲线 是 
2sinx + siny 一 0 的 轨迹 。 从 ?> 轴 上 了 点 出 发 的 轨 线 将 向 右 下 
方 前 进 , 不妨 假设 它 不 和 z fü ERU (0, r) 段 相 遇 。 于 是 它 将 遇 
2sinz- siny 一 0 于 2 点 ,然后 向 右上 方 前 进 。 它 不 可 能 立刻 各 
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3sinx 十 2siny 一 0 48, bAT EHS 2sinx 十 sny 一 0 fH 
遇 , 故 只 能 在 月 形 区 域 中 上 开 ， 最 后 在 3sin x 十 2sipy 一 0 Afh 
斜率 的 点 RR 穿 出 此 区 域 ,然后 回头 向 左上 方 前 进 , 故 不 可 能 到 达 P 
的 对 称 点 P, 

对 于 从 y 一 2r 上 出 发 的 辆 线 也 可 以 做 向 样 的 讨论 。 故 知 
此 方程 没有 第 二 类 闭 轨 线 ， 

£02. z= S3snxz--2siny, 了 一 一 2sinx 十 siny, 情 况 与 例 
1 类 似 ( 图 11.12)，,. 


B3. z= snack 2siny, y = —3 sinx 一 "n. 


如 图 1113, RA » B E P 点 出 发 的 轨 线 交 直 线 > 一 z+ 于 
Q, EX 3sinx 干 da, 0 于 R, 最 后 交 直 线 * 一 2x FS. 


我 们 无 法 判定 P 与 $ 的 高 低 ， 因 而 也 无 法 确定 方程 是 否 存在 第 二 
类 闭 轨 。 现 在 我 们 让 了 从 一 二 增加 ， 则 易 看 出 经 过 8 点 的 轨 线 在 


8 左 方向 下 转 ,而 在 8 右 方向 上 转 ， 最 后 当 D 下 0 时 ,水 平等 倾 线 
成 为 + 二 zf 及 x 一 2x， RR 与 $ 重合 。 这 时 5 的 雏 坐 标 必定 大 于 
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P 的 级 坐标 。 因 者 不 然 , 则 可 令 4 从 十 减少 而 趋 于 零 (这 时 QP 
应 向 上 转 ， 而 9R 应 向 下 转 ) 最 后 得 到 图 11.2 中 的 一 条 对 称 于 
=Š 的 第 二 类 闭 轨 , 与 假设 sce MFA. MUL 
| ys? yr， 当 A — 74, D 一 0 时 . C9) 
现在 反 过 来 , 先 让 4 从 十 碱 小 到 零 (这 时 OP mbee, ÓR 向 
下 转 ), 再 让 也 从 一 十 增 加 到 零 (这 时 ÓP ATF, OR o ERO, 
结果 也 得 到 一 条 对 称 于 x 一 T 的 第 二 关闭 轨 ， 由 此 可 知 ， 应 有 
yr? ys 4 A=0, D= —— i. (10) 


结合 (9) 与 (10) 式 可 知 : 必定 存在 ADe 0 < A <10> 


D, > 一 十 ,使得 对 应 的 ye 一 ys; H 


ż= Asinz + 2siny, $7 —3sinxt Dosiay (11) 
有 第 二 类 闭 轨 ， 

回忆 平面 定性 理论 中 由 一 系 闭 轨 经 过 扰动 能 产生 极限 环 的 理 
论 , 现 在 我 们 可 以 提出 如 下 问题 : 


已 知 方程 
人 Bsiny, Cins, BSC 
有 一 系 第 二 类 闭 轨 , 问 当 |41 Kl, ID] «1 RN 
dx 


— — Asinx + Bsiny, 22 = Csing + Dsiny 
di di 


有 几 个 第 二 类 极限 环 ? 
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(二 ) 在 5. 所 确定 的 环 而 上 研究 方程 (1) 


此 时 位 于 正方 形 四 和 角 的 奇 点 O(0,0), O'(x,0), O"(0, x) 
O*(z,z) 在 环 面 上 合并 为 一 裔 点 , 它 有 指标 0。 此 奇 点 邻 域 中 的 
轨 线 分 布 可 启 S 的 四 个 第 域 中 轨 线 的 分 布 并 而 得 出 *。 不 难看 
出 这 样 得 到 的 只 是 环 面 上 的 C 系统 。 例 如 取 等 同 的 两 点 《0,y》 
和 《zy)， 由 于 
ex 一 Acosx(/sin x + B sin y) 

ái 
-+ B cos y(C sin x + Dsin y), 
易 见 其 值 在 (05y) M Cr, y) ETAR: WOOTE C 系统 。 
注意 在 变换 
Tx yey 


之 下 (1) 中 的 4,8,C,D 同时 变 号 ， 可 知 (C1) 在 5. 中 所 定义 的 
向 量 场 对 称 于 ( 王 ， 互 】 ,这 一 性 质 以 后 常 要 用 到 。 除 此 以 外 ， 我 


们 还 可 以 利用 下 列 变 换 来 简化 对 S: 所 定义 的 环 面向 量 场 的 讨论 : 
1) x = y, y mx, 表示 关于 直线 * = y 作对 称 , 它 起 了 交换 
4 与 D,B 与 6 的 作用 ,不 影响 4D 一 BC WHE. 
2) x =x, y =r — y (Ñ r=, y —y) AX 


TRA y= 于 (或 直线 * 一 三 ) 作 对 称 ， 它 起 了 改变 上 ts off 


号 (改变 4 与 8 的 符号 ) 的 作用 . 
3) x 一 x 一 y,，y 一 x 一 Xz, 表示 关于 直线 * 十 ?二 x* 作 对 
称 , 由 此 得 到 的 新 方程 的 系数 为 ; 
4-—D,D-—-—A,B—-—C,C ——B, 


1) EX 在 5, 外 部 护 广 方程 (1) 时 > 对 x.y 都 应 有 周期 x. 

2) 仿 此 ; 易 见 (1) 在 5, 中 所 定义 的 向 量 场 对 称 于 《zz》 P355 COLD RS 
第 二 类 酒 轨 ,如 果 不 通过 《x *)* 则 必 有 第 二 条 第 二 类 闭 轨 且 其 和 第 一 条 关于 
(msr) ERR, 
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从 和 而 4D- BC = A'D'— B'C', 
不 难 证 明 : 利 用 这 些 变 换 ,我 们 只 须 讨论 下 列 两 种 铺 况 好 了 : 
lL A4D-— BC>0, B>0, CC<0., 
IL. 4D — BC>0, A>0, D<0, 
注意 : 现在 AD— BC 0 只 说 明 在 3 的 四 个 角 域 中 ，D 和 
O* 的 角 工 中 没有 整个 的 鞍 状 区 ， 而 在 O' Xu 0O” 的 角 域 中 则 各 
包含 一 个 鞍 状 区 、 因 而 所 得 的 环 面 上 的 指标 为 去 的 奇 点 在 小 邻 域 
内 有 两 个 鞍 状 区 , mAAR, 
在 分 析 (1) 的 全 部 轴线 图 时 至 关 重 要 的 是 : ”看 从 3 的 各 个 
和 角 点 有 无 ( 沿 例 外 方向 ) 胞 进 5; 的 罗 线 ， 如 果 有 的 话 , 是 一 条 , 两 
条 还 是 无 数 条 。 
U kek QuimA)xmoEO*COE O0) 点 的 例外 
方向 , 则 (RO 满足 二 次 方程 l 
Bk + (4— D); — € =), (12) 
(BR? — (Aor D); - C — 0), 
关于 水 平 或 铅 直 等 倾 线 的 分 析 与 5, 的 情况 一 样 ， 但 当 AB 
0 (CD > 0) 时 铅 直 等 策 线 (水 平等 倾 线 ) 在 3 中 没有 轨迹 ， 


从 而 (L) 在 s, 中 保持 定 号 ,这 一 点 以 后 将 常用 到 。 


L BIR0. C 一 0。 又 可 分 为 六 种 不 局 的 情况 : 
G) 4 一 DD 一 0。 此 时 (1) 有 通 积 分 
B cosy — Ccosxz — K, (13) 

34 B = —C hfr ty [= RRR RITAR 11.1493。 这 时 环 
面 上 充满 了 一 系 闭 轨 2， 

3$ 8 圭一 C, 但 吾 与 C 可 通 约 时 ， 则 不 难 证 朋 环 面 上 仍 有 一 
系 闭 轨 。 图 11.15 所 画 的 是 B 一 3，C — 一 2 时 过 O” 的 闭 轨 . 
ER 5 的 边 分 成 四 段 ,、 沿 着 这 条 轨 线 从 0O” 走 到 0'。 我 们 看 到 


1) 即 图 11.1 RAE T fü» S 占 S, 85 1/4. 
D EF BUESKIS Eu SER ROS Es ERUEIETERUPO ML. 必定 是 第 二 美 
的 。 


*191*. 


UT Een e E D n ene ML O"OQHH" MN 


(xeos? =L} 


(cost dp 


在 * 方 向 的 行程 是 3r, ÆI 方向 的 行程 是 2x. diese oU 


即 轨 线 的 方向 行程 被 除 于 它 的 x 方向 行程 . 
至 于 环 面 上 过 其 它 点 的 轨 线 也 都 是 有 旋转 数 为 二 的 闭 轨 。 这 


可 由 十 殿 的 无 奇 点 的 环 面 访 的 郊 知 性 质 导 出 。 因 为 由 《127 的 第 二 
式 知道 现在 从 O” 有 唯一 的 轨 线 进入 S, 又 有 唯一 的 轨 线 从 S 
进入 O', 所 以 O= 0' — 0” 一 O* 现在 其 实 是 一 个 可 去 奇 点 。 
当 召 与 C 为 不 可 遗 约 时 由 (13) 及 数论 中 热 知 的 定理 知道 任 一 
轨 线 在 环 面 上 处 处 稀 密 ， 见 整个 环 面 是 一 了 式 稳定 轨 线 的 闭 包 , 每 
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一 轨 线 的 旋转 数 是 p= |C]/B, P ERAKI, 
以 下 研究 14| [DI 5e 0 的 情况 ， FRERET N-ARE 
Gi) 420, D0, 
由 (12) 式 看 出 从 O" AR ABER, 5,1. 0 cH 
HEREA S, HAER v-t y — e HeRR RY A 
dety) =(4+ B+C H- D)sin x, 


dt £T y-—- 


可 以 看 出 , 若 A+ B+C HHD =D, Nje- y= xE, th 
结构 如 图 11.16 Brz, BR, z +y = r LRA O” ”一 OO 外 处 
处 为 无 切 ， TUNE 和 图 11.18, 


DAN) 


ATB+C+D=D 


C+D> 一刀 一 天 C-DC-A-B 
图 11.17 图 11.18 


31.16 


D) 由 此 可 见 : 这 时 方程 在 《*>y) 平 酒 上 员 然 育 通 积分 (13)5 但 任 一 轨 线 在 T 
ERAAN EA PAREA. HR 11.15 我 们 已 改 出 。7* 上 的 轨 线 
是 由 5. 中 法 应 于 不 同 常数 的 胃 线 拼接 而 成 的 。 
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定理 2。 设 在 方程 (1 中 有 4 十 BC 十 六 一 0 G) 如果 
à= —D (从 而 B 一 一 C)， 则 环 而 充满 了 闭 轨 。 (D 如果 4 
& 一 站, 从 而 4 十 也 一 一 8 一 C 闪 0, 册 (1) 有 唯一 的 闭 轨 x 十 
y — x, 它 是 一 切 其 它 轨 线 的 。 和 a 极限 集 ， 因 而 是 唯一 的 ( 半 稳 
定 ) 极 限 环 。 

证 . (DÀ 4 —D. B=—C 时 s, 上 的 向 量 场 不 但 对 
WCP(X. 也 )， 而 且 还 对 称 于 直线 * 十 > 一 * 和 直线 r= y. h 
此 易 见 对 S 的 左边 界 上 一 点 P. 出 发 的 轨 线 PSP, 将 在 环 面 
上 构成 闭 轨 , 这 里 P 是 P 的 对 称 点 。 事 实 上 ,这 时 (1) 在 《x,y) 
平面 上 有 通 积分 (3)。 

Gi) M A+ D =—(B+ C)50 时 与 第 (一 ) 段 的 情况 1 


一 祥 讨 论 知道 : 既然 当 5 一 siz 一 0 时 有 一 系 闭 轨 ， 所 以 当 


860 时 方程 没有 闭 轨 ， 除 了 使 (7’) 等 于 零 的 点 集 xbv 
人 外。 由 前 面 知道 + 十 ?二 x 是 (1) 的 奇 闭 轨 , 易 见 它 是 学 稳定 环 。 
附注 、 定 于 2 的 结论 事实 上 与 A.D 的 符号 无 关 ， 即 其 第 一 
部 分 对 4 二 0,D 之 0 也 成 立 , 第 二 部 分 当 4> 0, D> 时 也 
成 立 。 
现在 研究 4 十 8 十 C 十 Ds 0 的 情况 。 设 Cet D= ——(A 
+ B) Wl Ci C。 在 条 件 AB 0 之 下 ， 


P Q 


ap 8Q 
[C ac 


—(Asinx- Bsiny)sinx 


在 $, 中 保持 常 号 , 故 (1) 对 C 构成 T 上 的 广义 旋转 向 量 场 。 已 
知 当 4 一 一 D，C 一 Co 时 (1) 有 一 系 旋 转 数 为 1 的 闭 轨 ， 故 在 
4 一 一 D，C x C, 时 (1) 没 有 旋转 数 为 1 的 闭 轨 。 又 因为 当 A 
关 —D,C =C, 时 (1) 有 旋转 数 为 1 的 半 稳 定 极限 环 , MOS 4M 
—D 而 € > Co 时 (1) 没有 旋转 数 为 1 的 闭 轨 。 在 这 两 种 情况 
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C1) 的 轨 线 或 为 遍历 ， 或 有 闭 轨 ， 而 其 旋转 数 志 1， 另 一 方面 ， 着 
Ax 一 D, 而 C < Cv 则 (1) 将 有 至 少 两 个 (它们 关于 (三 ， 王 j 对 


EO 具有 不 同 稳 定性 的 极限 环 ， 它 们 是 从 4 —D, C = Co 时 
(1) 的 半 稳 定 环 分 裂 而 得 到 的 ， 

(iii) 4ZD—-90, 

首先 设 C 一 一 D 二 0。 BLGENADr—»5:4»— 
x (图 11.19)， 考虑 到 从 0” 有 唯一 的 轨 线 进入 S 又 有 唯一 的 
轨 线 从 5 进入 0', 以 及 经 过 5 BUSLER PO. 可 知 图 11.19 中 由 
轨 线 导出 的 PO" 到 5 的 映 象 是 一 压缩 映 象 ， 而 它 的 不 动 点 
确定 一 条 闭 轨 h HIREM A 下方 还 有 一 条 闭 轨 h. 

现在 证 明 五 和 是 (1) 的 仅 有 的 两 条 闭 轨 线 。 将 方程 (1) 


A2D20C--D 


图 11.19 11.20 
i5 n 积分 ,得 9 
ys, — 9s, * [E sin x + Dsin js 


-9 sin x-- Bsiny 


1) 下 式 右边 的 积分 是 沿 荐 雪线 的 、 
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但 Ys, = 32,» C 


| Csing + Dsiny,, 一 0. (14) 
oAsinrt Bsiny 
注意 
ð (t Dany) ~ C0 Posen (15) 
Oy MA sin x + B sin y (Asins + Bsiny) ° 


由 图 11.19 容易 看 出 , 由 于 有 一 条 轨 线 分 开 h A hd 


zi po 点 的 》 爸 标 不 断 增 加 ， 所 以 y< , yo 7 7. 3t B. h 


2 
应 保持 在 0<* ex, Za y x 区 域 中 , 在 其 中 (15) 式 右边 保 


号 。 结 合 条 件 (14)、 可 知 i? 在 此 区 域 中 是 唯一 的 闭 轨 。 同 


FE, h 是 区 域 Oc < m, <y 7 中 的 唯一 闭 轨 ， 


现在 研究 h 和 h 随 C 而 变化 的 情况 ， 当 C 从 —D 增 大 时 
与 L 相互 分 开 , 如 前 极限 环 个 数 保持 为 二 。 当 C 一 0 时 ,六 与 
h FITI 一 “及 ?一 小 但 7 一 0 即 y 一 =。 由 此 可见 ， 当 
C — 0 时 方程 (1) 有 半 稳 定 环 y — 0P, 如 果 C 从 —D 减 小 ， 则 
上 与 h 相互 接近 . 当 C 取 一 值 C* < —D if, h 与 h 重合 而 成 


为 过 点 { 三 ,三 ) 的 另 一 半 稳 定 环 六 .由 于 此 时 水 平等 倾 线 C* sins 


十 了 Dsiny 一 0 已 不 再 是 两 相交 和 直线， i 闪 如 图 11.20 所 示 . 
在 C 的 整个 变化 区 间 [C*,0] Hy 极限 环 的 旋转 煞 永远 保持 为 0， 
当 C 从 C* 继续 减 小 时 严 — PRP 破裂 ,过 P 的 轨 线 向 下 转 成 为 
po ;过 P 的 轨 线 向 上 转 成 为 P, 方程 不 再 存在 ? 一 0 的 第 二 
类 闭 轨 。 当 C 从 C* 减 小 时 ， Ó"M 亦 向 下 转 , NO ' 则 向上 转 《 邵 
图 11.20 中 虚线 所 示 )。、 直 到 C 一 一 D 一 A 一 B i O"N 5 "NO 
重合 而 成 为 方程 (1) 的 直线 解 ， 因此 又 出 现 半 稳定 极限 环 xt y 


1) ]|C1 «1 时 好 使 (12) 的 第 一 方程 可 以 有 两 个 实 根 但 由 于 了 一 40 kiy ka 
应 都 取 负 值 。 故 以 O.0* 不 能 有 雏 线 选 人 Sa 


196。 


fai d 


= r, CRIER p = l, 

当 C 从 一 D 一 A — B 再 减少 时 , 半 稳 定 环 * y — x48 
成 为 两 个 单 重 环 n. Z ( 见 图 11.21)。 直到 C 减 小 到 达 C** 时 
(C** 的 值 现 在 无 法 确定 ),# 5 L 向 另 一 个 方向 接近 而 重合 ,成 
为 图 11.21 中 所 画 的 半 稳 定 环 *。 在 C 的 整个 变化 区 间 IC**, 
—D— 4 一 B81 中 ， 方 程 (1) 的 极限 环 的 旋转 数 永 远 保持 为 p 一 
1, : 


3 


R, or 


\ 


c~ -D-A-B C -D O C 
EP 11.22 


ET eR ep cium, 可知 当 C 从 C* 减 小 到 
—D— A— B 时 ，p 将 取 到 0 与 1 之 间 的 一 切实 数值 。 当 0 取 
无 理 数 值 时 , 易 见 每 一 轨 线 都 是 凯 历 的 ,不 存在 闭 轨 线 。 当 PP 取 每 
一 有 理 数值 了 时， 是 否 其 对 应 的 C 值 都 构成 一 个 小 区 闻 ; 从 而 出 现 : 
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E CC, o) 平面 上 ,作为 C 的 函数 ,旋转 数 o 的 图 形象 是 一 个 Can- 
tor RAME? (WE 11.22. ) 这 一 点 在 罗 定 军 的 579] 中 有 详 
细 证 明 , 因 篇 幅 过 长 ,此 处 从 略 。 最 后 ， 当 C 一 一 co 时 (1) 有 极 


限 方程 P — 0， 即 一 切 轨 线 的 极限 位 置 是 铅 直 直 线 x 一 常数 ， 


相应 的 p — co。 因 此 ,我 们 可 以 画 出 图 11.22。 由 此 可 见 ,在 C 的 
区 间 (一 D 一 4 一 B,C*) 中 ,方程 (1) 的 轨 线 的 拓扑 结构 的 变化 
有 无 数 种 之 多 。 实 际 上 ,在 任意 小 的 ,其 端点 使 P 取 两 个 不 向 的 有 
理 数值 的 C 的 变化 区 间 中 ,方程 (1) 的 轨 线 的 拓扑 结构 的 变化 也 是 
如 此 。 这 种 现象 在 一 篇 研究 生物 数学 的 国外 论文 《W.L. Keith 
and R. H. Rand, J. Math. Biology (1984), v. 20, 133—152) 
中 也 出 现 过 ,其 中 研究 的 也 是 三 角 多 项 式 系统 : di 一 @1 一 0 — 
2asin q, + 2(o — 1)sin pa B= c; — 2c, — 3asing, + 3(a — 
1) sin pt. 

(Qv) D A47 0, 

现在 如 果 (D— APH 48C « 0,8] kok AIAR, fn 
天 之 0 一 着， 故 珊 点 性 质 同情 况 《iii2， 轨 线 图 也 是 如 此 。 但 若 
(D — AY + ABC 2e 0, Bi] k 2e 4 >t, BB 0 0” 外 ,从 O. 
O* 也 有 轨 线 (一 条 或 两 条 ) 沿 特殊 方向 进入 5,， 此 时 除 有 包含 极 
限 环 hoh 之 类 的 柱 面 形状 的 区 域 (由 OM 与 NO 所 围 成 ) 以 
外 ,在 OUM 的 上 方 ，NO' 的 下 方 将 出 现 充满 着 由 O 出 发 而 进入 
O* 的 奇 闭 轨 的 单 连 通 区 域 《图 11.23 中 的 阴影 区 )。 这 种 区 域 当 
MOHR, MARRA k 的 轨 线 与 00” 的 交点 5 的 横 坐 标 xs 


< 也 时 不 可 能 存在 ， 当 xs 一 也 时 开始 出 现 从 O 出 发 而 进入 O 
的 轴线 。xs 增 大 时 由 一 条 轨 线 扩大 成 为 以 O,O* 为 顶点 的 新 月 


形 区 域 。 最 后 当 xs 一 xz，5 一 0” 时， 整个 环 面 被 分 成 两 个 区 
域 。 一 个 是 单 连通 的 ,其 中 的 轨 线 的 旋转 数 都 是 0; 另 一 个 是 双 连 


1) 此 外 , [80- 中 还 证 明了 更 一 般 的 、 关 于 3! 到 它 自 身 的 依赖 于 一 个 夭 数 2 的 微 
分 同 胚 的 ,旋转 数 为 8 的 Cantor 函数 的 充分 条 件 ， 
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38 Hk, FE B4 — BUR BO e eC I 图 11.24 中 所 村 的 是 这 


种 情况 的 一 个 特例 ,此 时 直线 DO*: x 一 y ROM, A+ 8 一 
C+D, 


() 4«0, DED, 

这 一 情况 可 异 变 换 x — a — y. y — 2 — x 化 为 Cii) 或 
(iv). 

(vi) 40, D>0, 

这 时 k 与 k 或 同 为 复数 ,或 同 为 正 实数 ， 又 0k, 
故 可 以 出 现 (i) 一 (v) 的 所 有 情况 。 由 于 4D 一 BC >00, EH 
在 5 中 过 0”O* 的 水 平等 倾 线 在 钠 直 等 倾 线 的 下 方 ,过 OO" 的 
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A— o 


水 平等 千 线 在 铅 直 等 倘 线 的 上 方 , 故 不 可 能 出 现 比 图 11.19, 11.26 
更 复杂 的 全 局 拓扑 结构 。 

下 面 研 究 第 II 种 情况 。 

IL 42-0, D 0, 


借助 于 情况 1 的 分 析 , 现 在 我 们 只 须 讨 论 下 列 几 种 情况 。 
Ci) B =C 一 0 这 时 (1) 有 首次 积分 
y A xr D 
(«2) -K(w7) , 
环 面 被 通过 oO 的 奇 闭 轨 线 所 充满 ，5， 的 四 边 都 是 轨 线 (图 11.6 的 


1 
3 


(i) C —0, B0, Rity =0 M ym r REMER. 5x 
照 刀 的 大 小 有 四 种 不 同 的 全 局 拓扑 图 ， 即 图 11.25—11.28, 在 图 


Sat E Mo 


gc cc ds 


图 11.27 图 11.28 


11.25 中 CO 是 一 可 去 奇 点 ，? 一 0 是 半 稳 定 环 , 在 图 11.26—11.28 
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ho ÉJGERSUR EORR de ImRoEE O， 它 们 也 充满 了 束 
个 环 面 。 在 图 11.26 中 有 两 种 可 能 : a) 两 条 分 界线 OM 与 NO* 


最 后 重合 成 为 一 条 。 设 这 时 它 有 旋转 数 二 ， pl 为 正 整数 ， 则 


一 切 其 它 轨 线 , 除 了 Y = 0 以 外 ， 都 有 旋转 数 TIT b) oM 


与 NO? 在 环 面 上 是 两 条 不 同 的 雪线 。 则 它们 和 ? = 0 一 起 把 环 
面 分 成 两 个 区 域 , 其 一 充满 着 旋转 数 为 T 的 奇 闭 轨 线 , 另 一 则 充 


满 着 旋转 数 为 E 的 奇 闭 轨 线 ， 图 11.27 111.28 分 别 表示 


p= 1 时 的 情况 a) 和 情况 b). 易 见 在 图 11.26 中 如 果 B» D 
> 4 则 0 二 而 们 1: 这 时 ?可 以 很 大 。 

Gii) B <0, C=0. 这 里 有 三 种 不 同 的 相 图 ， 如 图 11.29 一 
11.31 所 示 。 情况 和 (ii) 类 似 ， 图 11.29 可 以 有 两 种 不 同 的 拓 
扑 结构 ,而 图 11.30 和 本 11.31 分 别 表示 9 一 0 时 的 每 一 种 情况 。 


图 11.29 


(v) B—0, C2 0。 这 一 情况 可 借 变 换 x 一 yy,y 一 +* 化 
为 (i) 与 (ii), 

O) € «0,B «— 0, 11.32—11.34 对 不 同 的 4,B,C,D 的 
值 给 出 三 个 不 同 的 相 图 。 在 图 11.32 中 , 三 条 分 界线 O'O,O"O', 
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D=~4- B>A 
Æ 11.30 图 11.34 


和 O*O” 将 环 面 分 割 而 成 为 两 个 区 域 , 在 一 区 域 中 充满 着 旋转 数 
为 2 一 0 的 奇 团 执 ， 另 一 区 域 则 充满 着 e 一 co 的 奇 闭 轨 。 在 图 
11.33 中 四 条 分 界线 00 :00 ,0 0*，0 0* 将 环 面 分 割 而 成 为 
三 个 区 域 , 分 别 充 满 着 旋转 数 p 一 0，1 和 % 的 奇 闭 轨 。 图 11.34 


有 两 种 可 能 的 不 同 拓扑 结构 , 其 一 类 似 于 图 0.32, 另 一 类 似 于 图 
11.33, 


pA 


CtD2064A-4cB»0 
图 11.32 E 11.33 
(i) C20, B-—0, 这 时 可 借 变 换 x* — y, y — x 化 为 
情况 1 的 Gid 和 Gv), 
(ii) C 20, B0, ANGARE x =y, y marr 
将 它 化 为 工 的 情况 《ii)。 
总 结 以 上 对 S, 上 的 线性 三 角 多 项 式 系 统 的 相 图 的 分 析 ， A 
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0x CT D«c«—A-8 


图 11.34 


有 有 下列 几 种 不 同 的 类 型 : 

L 周期 运动 型 ， 

2. 遍历 运动 型 ， 

3. 极限 环 型 一 一 两 个 单 重 环 或 一 个 半 稳 定 环 ， 

4. 奇异 环 型 一 一 一 个 区 域 ,两 个 区 域 或 三 个 区 域 ， 

5. 混合 型 一 一 3) 和 4) 同 时 存在 ， 

注意 二 本 节 所 讨论 的 线性 三 角 多 项 式 系 统 右 方 都 只 含 正 阔 
函数 。 如果 改 其 中 之 一 .二 ,三 或 四 个 正弦 区 数 为 余 纺 函数 ， 则 可 
得 到 许 多 类 似 的 线性 三 角 多 项 式 系统 。 它 们 之 中 本 质 上 不 同 的 只 
有 四 种 ,除了 方程 (1) 以 外 ,其 它 三 种 系统 是 : 


X= Ácosz + Bsiny, y= Csinx + Dsin y, (16) 
£-— Asinz-d-Bcosy, y = C án x + Dsiny, (17) 
= Acosy + Bcosy, y= C sin x + Dsiny, (18) 


我 们 不 知道 ， 例 如 ,，(〈16) 的 一 切 可 能 的 相 图 是 否 拓扑 等 价 于 
《1) 的 一 切 可 能 相 图 ? 如 果 不 是 , 则 这 净 实 就 说 明 : 当 我 们 研究 环 
面 上 的 线性 三 角 多 项 式 系统 时 ， 其 内 容 要 比 平 面 上 的 线性 齐 一 次 
系统 《2) 直 富 得 多 ,方程 由 一 个 变 为 四 个 ， 基 本 正方 形 可 以 有 两 
fh. 

282 在 平面 上 ， 系 统 
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žż= ar +by +t p, y= cea tdy c4 (19) 

在 有 了 层 立 奇 点 的 情况 下 总 可 通过 移 册 化 为 (2) ;如 果 没 有 奇 点 ， 则 
ed — bc 一 0 情况 非常 简单 .但 在 环 面 上 则 否 。 方 程 

£c Asinx+ Bsiny + E,$- Csinx+ Dsiny +F (20) 
不 可 能 通过 平移 坐标 轴 而 化 为 (1)。 对 (20) 迄 今 尚 无 人 系统 地 研 
究 过 、 它 的 相 医 到 底 有 多 少 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 

注意 3. 若 方 程 右 方 售 有 cos2x, sin2x, cos2y,sin2y 等 ， 
则 此 系统 称 为 环 面 上 的 二 次 三 角 多 项 式 系统 。 注意 cos2x 一 
2cosr — D = 1 — 2sin?x, 可 知 与 


X = /Acos2x + Bin y,9 = Dcos 2y + C sinx (21) 
对 应 的 二 次 多 项 式 系统 是 
è= A— 24x + By, 9 — D — 2Dy + Cx, (22) 


但 若 在 (217 中 改 cos2x 为 sin2x, cos2y 为 sin2y, 854. 
虽然 sin 2x 一 2sin xcosx， 但 二 次 系统 中 就 找 不 到 和 《21》 对 应 
的 系统 了 。 由 此 可 见 当 我 们 考虑 方程 右 方 含 sinr, siny, cosx, 
cosy, sin2x, cos2x, sin2y, cos2y 的 三 角 多 项 式 系统 时 ,其 食 
义 要 比 平 面 上 的 二 次 多 项 式 系统 更 为 丰富 。 此 外 ， 对 一 个 最 一 般 
的 环 面 二 次 三 角 多 项 式 系统 : 

£c P(sinx,siny,cosr,cosy,sin2z, 

cos 2x, sin 2y, cos 2y) , 
J — Qsin x, sin y, cos x, cos y, sin 2z, (23) 

sin 2y , cos 21, cos 2y) , 
P.Q 为 其 变 元 的 线性 函数 ,我 们 也 可 以 提出 Hilbert 问题 : 此 系 
统 最 多 有 几 个 第 一 类 极限 环 2 最 多 有 几 个 第 二 类 极限 环 ? 由 本 节 
对 方程 (1) 的 分 析 可 知 : 答案 一 定 和 平面 二 次 多 项 式 系统 的 Hil- 
bert 问题 的 答案 不 一 样 , 

对 于 环 面 三 角 多 项 式 系统 ,除了 [78] 外 ， 还 有 [81]*[82]。 在 
[81] 中 研究 了 方程 


£o 24sin 2 + Bsiny,y = 2Csin z + Dsny, (24) 


* 204* 


基本 正方 形 为 %。 此 方程 在 SQL MEORURIL ERE 
点 ,在 环 画 上 则 有 两 个 指标 为 零 的 非 初等 奇 点 .根据 [81] 中 对 (24) 
的 相 图 拓扑 结构 所 作 的 分 析 来 看 ， 似乎 情况 还 变 比 方程 (1) 在 5， 
上 的 讨论 简单 一 些 ， 注 意 , 若 在 (24) 中 令 * 26,y 一 20,0024) 
化 为 


& = A sinu + Pain 2v, ô = C sinu + B sin 2v, (25) 


定义 域 则 由 S, EA S (25) 已 是 环 面 上 的 二 次 三 角 多 项 式 系统 
T. 
在 [821 中 研究 了 方程 


& — Ssin2r + Bsiny, $— Csinr+Dsiny, (26) 


基本 正方 形 为 Sa (26) 根据 4.B.C,.D 的 不 同 数值 在 环 面 上 可 
以 只 有 一 个 指标 为 零 的 奇 点 ,也 可 以 有 两 个 指标 为 零 的 奇 点 ,还 可 
以 有 三 个 奇 点 ,其 指标 分 别 为 一 1,0,1。(〈25) 和 (26) 的 相 图 都 不 对 


称 于 (三 ， 三 )，[82] 对 (26) 的 分 析 说 明 其 它 情 况 与 (1 类似, 有 时 


可 以 证 明 第 二 类 极 跟 环 的 存在 和 唯一 性 ;有 时 出 现 第 一 类 极限 环 ， 
但 唯一 狂 无 法 证 明 . 

S 或 5,， 上 定义 的 最 一 般 的 三 短 多 项 式 系统 不 一 定 可 以 看 成 
射影 平面 或 Klein 瓶 上 的 C' 系统 , 因为 它 在 对 边 等 同 的 两 点 不 
一 定 确 定 相同 的 向 量 。 但 某 些 特殊 形式 的 三 角 多 项 式 系统 却 可 以 
同时 定义 PR 或 K 上 的 C' 系统 。 例 如 


ž = Asin r + 2Bsin 7, y= 2Csin + Din y (27) 


定义 在 S 上 时 可 以 导出 PR 上 的 C! 系统 。 这 是 由 于 对 两 个 
被 等 同 的 点 PC0,yY) 和 P'(2x,2x — y) 有 : 
tlp = 2B sin TE žile, ylp = Dsiny = =$], 


而 对 另 两 个 被 等 同 的 点 2(*;0) 和 Q (2x — 1,22) 有 
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-一 -一 一 一 一 -一 ~ 


tlo = A sinz = —£|o', flo 一 2C sin ~ — plos 


图 11.35 图 11.36 


向 量 的 示意 图 见 图 11.35。 对 方程 (27) 在 [871 中 做 了 一 些 分 析 .由 
于 现在 奇 点 个 数 最 多 可 能 有 五 个 , 故 相 图 的 不 局 拓扑 结构 也 比 (1) 
更 为 复杂 了 。 

当 方程 具有 另 一 种 特殊 形式 时 它 可 以 被 看 成 Klein JE BU 
三 角 多 项 式 系统 。 例 如 定义 在 S, 上 的 方程 ( 即 方程 (267) 


一 4 sin 2s + Bsiny, y Csinxt+ Dsiny 


确定 Klein 瓶 上 的 三 角 多 项 式 系统 ， 因 为 对 R(x,0) 和 R(x 一 
xx) 有 


tjr = f sin 2s = te Jir = Csnz- ple, 


见 图 11.36。 但 方程 (26) 在 Klein 瓶 上 的 相 图 没有 人 研究 过 。 如 
果 能 研究 一 下 ,并 把 它 和 同一 方程 在 环 面 上 的 相 图 相 比 较 , 将 是 有 
意义 的 事 。 

又 方程 (27) 在 S, 上 定义 , 既 可 视 为 T* 上 的 动力 系统 , 也 可 
视 为 PR 或 K+ 上 的 动力 系统 , 若 能 再 研究 它 在 T? 和 K 上 的 
相 图 ， 并 把 同一 方程 在 三 个 不 局 曲面 上 所 定义 的 动力 系统 加 以 比 
较 , 也 是 有 意义 的 。 : 
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后 记 。 作 者 最 近 又 在 [88] 中 看 到 关于 环 面 微分 方程 
$-a[sn(x— y} — sinx — fils 
y= œl sia (y — x) — siny — Hp] 
《其 中 af 一 ox8,) 的 全 局 结构 分 析 ( 包 括 奇 点 性 质 ,参数 平 面 (8,， 
8) 上 的 分 支 曲线 ,以 及 第 一 ,二 类 极限 环 的 存在 性 ,唯一 狂 和 唯 二 
性 ), 并 指出 这 种 分 析 对 于 研究 一 阶 交 叉 碳 合 锁 相 环 路 的 捕获 和 跟 
Ext: He RUE FH KO, 


umm 


$12. 环 面 上 的 van der Pol 
方程 及 其 推广 
研究 环 面 上 的 三 角 多 项 式 系 统 ， 除 了 与 线性 常 系数 齐 次 或 非 


齐 次 方程 相当 的 方程 ($ 1127 CD,C10, 075,08), QD DUI, 
较为 简单 且 重 要 的 就 是 与 平面 van der Pol 方程 相当 的 方程 


è= siny, y — — sinx usin 3y, (1) 
注意 : 与 非 线性 振动 论 中 的 van der Pol 方程 
è+ alt litre (2) 
相当 的 二 维 定常 方程 组 是 
tmu, 4$ —r + ull — zs, (3) 
或 Liénard 平面 中 的 方程 组 
£—y—a (2). J= r, (^ 


或 对 调 =?, 并 且 将 + 改 号 ,得 到 | 
£-y, z= r+ dy), (5) 


回忆 sin 3y 一 3siny 一 4sin;y， 即 知 我 们 称 《1) 为 环 面 上 的 van 
der Pol 方程 是 合适 的 ， 

XE 70 /E CK BUE EDUIL ERCI lESE RE AMET, (BREED 当 0 到 
lal < 1 时 (1) 在 (0,0) 外 转 存 在 至 少 两 个 极限 环 的 结论 。 定 量 计 
算 表 明 极限 环 的 唯 二 性 ,并 且 不 是 小 振幅 的 ， 这 就 说 明 : 方程 (1) 
和 方程 (5) 轻 有 相似 之 处 ,也 有 不 同 之 处 。 因 为 对 于 (5)，, 我 们 知道 
当 ocjel « 1 时 有 唯一 的 极限 环 DM e oTr A t yl 
4 作为 其 极限 位 置 ， 下 面 介绍 田 景 黄 的 1{83] 的 结果 . 

现在 取 S$,-— [0, 2x] X [0,2r] YERKES E, AUCE 
Ss EAD RE: l 
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.0(0,0), O,(22,0), Oi(2z,22), O4(0,2x), Oir, c) 

5n 
40,2), Alr), Aron), Aa 2x). 

前 一 组 奇 点 有 指标 十 1, 后 一 组 有 指标 一 1, 为 初等 鞍点 。 到 了 环 面 
T^ FE, 0,0,0,,0, 又 合 为 一 点 ,A 5 4 &5.4548 
合 , 故 T^ 上 有 四 个 初等 奇 点 。 

指标 十 1 的 奇 点 D E O, 的 性 质 随 上 的 变化 而 有 不 同 : 

当 & 一 0 时 ,O 与 O, 都 是 中 心 ; 


M 0<p < Z 时 ，o 为 不 稳定 焦点 ，O, 是 稳定 焦点 ; 
当 pm Id o 是 不 稳定 单 向 结 点 ， O, 是 稳定 单 向 结 点 ; 


M p> ZA, Oo ERREA O, 是 稳定 结 点 。 


若 aco NCO xr, y= y, tum 一 # 而 化 
2] rayo 的 同一 方程 ,其 中 Á a>, 

方程 (1) 的 铅 直 等 倾 线 是 y 一 0，y 一 r, y= 2x, 而 水 平等 
倾 线 的 图 形 则 随 4 而 变 , 可 分 为 下 列 四 种 (图 12.1 一 12.4): 
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比较 款 点 分 界线 的 斜率 和 水 平等 倾 线 在 鞍点 的 斜率 对 今后 的 
讨论 是 有 用 的 。 容 易 算出 前 者 为 


*210* 


2 1 
iba) +> a< (> 0), 
FUERA ARI K 的 分 界线 比 ( 和 斜率 为 负 的 ) 水 平等 倾 


线 更 接近 水 平方 向 一 些 ， 
Bd TOR P 


div(P, Q) = —- E - 3 cos 37, (6) 


为 了 容易 观看 ,不 妨 就 研究 O. 外 围 ,看 看 在 什么 条 件 之 下 能 存在 
第 一 类 极限 环 、 由 (6) 看 出 当 靖 关 0 时 发 散 量 在 带 域 $t «yc 


I. 中 保持 定 负 , 故 不 可 能 有 第 一 类 极限 环 全 部 位 于 此 带 域 中 . 事 


实 上 可 以 证 明 在 比 它 宽 一 倍 的 带 域 < M cya it s 中 也 是 如 此 。 这 


是 因为 
P Q 
OP OQ! = sin*y(3 — 4sin*y), 
EM Or! 


在 "Ec y < 写 中 为 非 负 ,由 于 当 # 一 0 时 O, 是 中 心 ， 故 当 ， 


关 0 时 (1) 在 此 带 城中 不 存在 闭 执 。 由 前 可 知 不 妨 限 于 讨论 二 
0 的 方程 (1)。 

定理 1， 方程 《1)， 当 产 之 工时 不 存在 第 一 类 闭 轨 。 

证 。 这 可 由 图 12.4 看 出 。 前 面 已 经 证 明 : 从 A 出 发 的 分 
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oi m m at rari er 


界线 斜率 为 负 , 但 保持 在 过 4, 的 水 平等 倾 线 的 上 方 ; 最 后 在 水 平 
等 倾 线 斜率 为 正 的 部 分 穿 过 去 , 然后 回头 向 右上 方 前 进 ， 同 样 , 从 C 
4, 出 发 的 分 界线 应 保持 在 过 4， 的 水 平等 倾 线 的 下 方 而 向 左上 
方 前 进 , 最 后 在 水 平等 倾 线 的 斜率 为 负 的 部 分 穿 过 它 , 然后 向 左下 
方 前 进 ， 并 且 它 应 保持 在 前 一 等 倾 线 的 上 方 。 这 两 条 等 倾 线 都 应 
绕 着 O, 打转 , 且 其 内 部 不 可 能 有 闭 轨 ,这 是 因为 这 两 条 分 界线 应 


都 保持 在 带 域 T x< y< arbi 


下 面 研 究 0<x <1 的 情况 。 在 这 里 要 用 定性 方法 证 明 第 一 
类 闭 轨 的 存在 尚 有 困难 。 因 此 改 用 解析 方法 来 研究 当 & MEREN 
正 时 在 《1)weo 的 一 系 闵 轨 

I^. cosx + cosy =k (0 <k 2) (7) 
H, WEEE Ca 的 极限 环 ? i 
注意 ; D^ Bá à BUSMTUIEYARARAN A -- 0 时 (7) 的 轨迹 为 
四 条 直线 : 
y= Xx, d yc tr, 

一 起 围 成 一 个 以 2 为 中 心 的 正方 形 。 当 到 一 2 时 即 得 此 正方 形 内 
部 的 孤立 点 OQ。 现 在 由 [38] $ 4 中 所 写 的 理论 知道 能 在 只 关 0 时 
产生 极限 环 的 『*, 其 必须 满足 等 式 


AD = $., (OP. — PQ.lexp (-{ div(P,Q)di)| ds — 
Bi 
AQ) — =P din ysin 3ydt 一 0, (8) 
上 式 右边 又 可 化 为 。 | 
AK) 一 -中 . sin 3ydx 
一 | j cos 3ydxdy 


- 12| | eos 3ydxdy, 
Da 
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其 中 D, 是 r0, 9-0 所 围 的 第 一 象限 中 的 区 域 ， 容 
易 算出 


coa™ it 5-1) spir) 
(| es cos 3ydy 
9 


OB 


(fos 3ydxdy — 
D; 


sin 3ys (x) dx 


3 je 


cos 7 (8—1) 一 -一 一 一 
-+ VI— (h — cos zy 
3 Jo 


1 MG 


X[4(h — cos x) — i]áx, 
这 样 ,问题 就 好 结 为 研究 
BÀ) 一 PELO 


- (rta — (h — cos x)! [4(4 — cos x — 1]dx 
(9) 
的 正 零 点 了 。 不 难看 出 
B0) 一 二 > 0, B(A > 0 4 2>hk>15 kh 
现在 来 证 明 B,C1) — 0, 
为 此 田 景 竟 得 到 积分 中 值 定 理 的 一 个 新 的 推广 : 
5]38 1. 设 函数 f. plx) 在 区 间 Da, 5] HER, Fe) 


在 [a, 01 中 不 增加 ， 又 在 开 区 间 《s，&》 内 恰 存 在 一 点 e, WE 
p) 在 [a,c1 中 为 非 正 ,而 在 【ec, 中 为 非 负 , 则 有 


[fp adr « f) ['oc4s. 
证 。 对 上 式 左边 应 用 积分 第 一 中 值 定理 ,得 到 
| Faod = | fp a + | fs) Ca 
= FCE) | par HEED pC) adr, C10) 
其 中 e 志 三 所 cc，c 所 三 所 5。 但 由 引 理 中 的 假设 条 件 有 
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ere” 


[ode «o, [ods > 0 IC > minfa) ~ He), 
FED < maxf (a) 一 Fo). 
由 (10) 式 立刻 得 到 
V Fpa < Ke) locas 
€ fCO  ocoas = 1G) ['oGds. 

gs irt 

为 了 估计 BO 

fx) = VI — (1 — cosx), p) = 4(1 — cosx) — 1, 


T 
e-——, 
3 


则 由 引 理 1 即 得 


a) «4h -( do cos =) T [4(1 — cos x)! — l jdr 
— 2 3G — $2) «0, 


这 样 ,由 函数 BIOS) 的 连续 性 可 知 它 至 少 有 两 个 零点 hho 
其 中 1 过 名 过 1.5, 04-1, 于 是 我 们 得 到 结论 : 

当 0 之 jx « LINZ; E CD) 在 29 外围 至 少 有 两 个 第 一 类 极限 还 
TCh: 其 中 T, 由 D^ 产生 ,是 稳定 的 ，P 由 D^ 产生 ,是 不 稳 
定 的 。 两 个 环 都 是 负 定 向 的 。 与 此 对 应 ， 在 O. 外 围 至 少 有 两 个 
第 一 类 极限 环 DC T, T, 是 不 稳定 环 ， Dl 是 稳定 环 , 两 环 都 是 正 
定向 的 。 

数值 计算 表明 : 

hı=1.2485, h,=0.2875, 
并 且 除 此 以 外 ,在 外围 不 再 有 甚 它 的 第 二 类 极限 环 了 。 
[83] 中 除了 方程 (1) 以 外 还 就 方程 (姑且 称 之 为 推广 了 的 环 面 
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van der Pol 方程 ) 

£-— siny, ý= —sinx + psinky (11) 
对 大 一 4;5;6 计算 了 相应 的 Ahk) 在 ht [0,2] 上 的 零点 的 
和 近似值, 结果 表明 它 恰 有 大 一 工 个 单 零点 。 因此 [83] 中 作 了 如 下 
的 猜测 : 9 

方程 (11) 对 0<1zl « 1 以 及 任何 自然 数 人 在 环 面 上 《以 
Ss 为 基本 正方 形 ) 恰 有 大 一 1 个 包 国 0 的 极限 环 . 

看 来 要 从 理论 上 解决 这 个 猜测 是 不 容易 的 。 下面 介 绍 刘 世 译 
利 田 景 黄 的 工作 中， 其 中 只 证 明了 C11) 至少 有 不 一 1 个 包围 0 的 
极限 环 ,但 证 明 已 比 前 面 所 说 的 要 困难 得 多 了 。 

XO DBS E GURISE BUE B4 Er O) 类 似 ， 并 且 定 理 1 对 
(11) 也 保持 成 立 ， 下 面 只 研究 当 0 oux 1 时 (11) 能 有 几 个 第 
一 类 极限 环 , 亦 即 

A(hR) = tk] [cos tre 


D, 
1 


T: DU sin [&cos '(& — cos x)]Zx (2) 


在 5 的 区 间 50,2] 中 的 零点 个 数 问题 。 我 们 要 证 明 它 至 少 有 天 一 
1 个 零点 。 先 证 阴 几 个 引 理 ; 
引 理 2. 对 0<a < x, EE 


«C 和 (13) 
vid A/1 — (1 + cosa — cosy)? 


ERKE Dey «a 中 为 正 , 且 对 ?单调 递增 ， 
W. 00 0 EAT. € 
x — cos H] + cosa — cos y), (13) 


R no) 一 edad cosx 十 cosy = | 十 cos ea。 由 后 一 式 容易 


算出 


1) 当 二 一 3 时 在 {f85] 中 已 从 班 论 上 证 明 (112 至 少 有 一 个 包围 口 的 第 一 并 极限 环 。 
*$* 


———————Óác M Hr -s 


dx —— Cl + cosa)(! — cos xcos y) «0, 
dy! sin!x 
H crr, Ly <, EBP 


2 
dy 


故 gely) 对 7 为 单调 递增 , 
引 理 3. 对 cacr, A 


Ah, IQ = 4 | gC sn hydy 人 E4170). (14) 
证 ， 在 (12) 中 令 scs  — D. 则 得 
ACh, k) 一 外 sin [cos “(1 + cosa — cosx)]Jdz, (15) 
再 在 上 式 中 作 变 量 代 换 


y = cos" '(1 十 cosa 一 cosx), 


d! 
galy) = F >00, 


便 得 
A, m AJ. sinky- PL 

- - eo sin &ydy 
一 外 gay) sin &ydy 一 4JCa), 

B[SR 4. XP ROSZHREE IQ) > 0; 当 在 为 偶数 时 ,J(x) 一 0, 

证 ， 在 (14) 式 中 令 a 一 x, 得 

JG) = [2 G25in dy 
= [7 sin dsdy ~ i - (—1)t] 


|: 当天 为 偶数 时 ， 


AUCH, eo 


引 理 5 (Sreffensen 不 等 式 )。 设 fag) EKA [os 中 
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可 积 , 非 负 , 且 fCO MARD GO «1, dB em (aO HIR 
不 等 式 

b b jate 

f iron « [Od (Kd, (17) 
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引 理 6. 对 任何 自然 数 克 有 不 等 式 


k+ csc 三 —cse (2-4) < ss Er 


一 cse F (18) 


2k 2k k k 
证 。 已 知 csc x 有 展开 式 
cix m le b 4 LÀ tu. 3l xs 二 
x 6 360 15120 
(0 < [xl « x), (19) 
又 有 恒等式 
at ys) Dy C20) 
及 
(JET uem m 
在 (20) 中 先 取 * 一 > x Em QUEE z= 
n= Ui y = y RALIS 
xp—xbelxi— xl (n = 1,2, ***), (22) 
其 次 由 不 等 式 
x 2 1 zl. 
(三 一 1 十 三 S, 0.9780 < 1 
可 得 
: 2 1 1 
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2 1 1 1 
te E EE 
2 
最 后 一 不 等 式 即 
二 (23) 
x, X; Xs EZ 
由 (22) 及 (23) 不 难看 出 


k d- cscx, 一 cscx, < cscex, 一 cscx,, 


这 就 是 (18) 式 , 引 理 证 毕 ， 
引 理 7。 车站 为 偶数 , 则 当 Oe « 1 时 有 Ka 6) «— 0, 
W, BUNAK 


Ka — e) — [8.00 sin yay, (24) 
EODRHEEM u 一 < 一 y, E a y, 


T — 8) — 一 | ep sin dy, | (25) 


其 中 
Ply) — ges — 7), (26) 
由 引 理 2 知 6,6) dE es ys « JE, 且 为 ?的 单调 递减 
函数 。 现 在 把 a — 6e) DRAMA 


vk 
J(a — £) = f — O, Cy) sin &ydy 
—O,Cy) sin kydy 


亚太 十 i (27) 


其 中 


* 2185 


h= [ —OQ,(y) sin ydy 一 zl. BD, (FE )sinyay, 
Jj 一 Fa —Q, (y) sin kydy = Ne ( 
X sin (Ry + «1)dy 


xf 


- caye( es 人 十 d )sin vy 
G= 1,2, D, 
& 0. (y + SEVERE EEA 


1> h> h> Shu > o > a dias — (29) 


Kas) m EO 4)T 
nc JA. 
ERALA ZAREE fo, BERE UEBH 
hJ 0, (30) 
即 得 J(x— €) 二 0 了 .下 面 就 来 证 明 (307 式 。 
出 (28) 式 可 得 


Jo +d, |= E $, (ass 


Nnm 


SER LAT 
T i o, (Z )sin yay 


*Fe( i Jnsas), 


这 里 算 作 ks 二 212, WA k CHE ERSA 8 > 0 足够 小 时 
是 可 以 成 立 的 。 由 外 ,(y) 的 单 减 性 知道 上 式 右边 第 二 个 括号 内 
为 负 , 办 此 只 要 证 明 
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^ ys x y 
[ol k ” Jsin ydy < “N D, (元 )sn ydy, (1) 
便 可 得 到 (30) 式 了 。 
今 在 引 理 5 的 (17) 式 中 取 
一 0 一 PO) = Oh ZET) AT e= 1, 


便 得 


eC ite pe (D) em 


EKR f(y 一 9 (i) 一 ke, 则 c 一 cosks, BA 


全 P. (is ydy 之 [i " o, (io. (33) 
2o 
此 外 还 有 恒等式 
f ic C x Te - ip E eene, (34) 
a 


f o e (7 T) z (d. 9,(y)45, (35) 


T apogee 
今 出 (26) 及 (13),《13)' 知 
Dly) 一 PS — cos & + cos 9»), 
应 用 展开 式 
cos (1— cose + cosy) 一 ?一 E esey 十 of63) 


及 积分 学 基本 定理 即 得 


n+l 


| o. (y)dy = |» — Sescy EX 2 
L3 


ma T — e (ac 2E 


n =) + o(s?) 
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| Bly) dy = p ks — eje m 
一 csc (5 — iv) + oe’) 
一 1 E + cse 2 一 ce (去 = x)] + ole’). 


最 后 ,将 以 上 两 式 相 减 ,并 应 用 不 等 式 (18)，, 即 得 


x/2k LESS 
k ， 6, Q04y 一 n D: (y)dy 
TEE iaaii UE 
~ -S| k tos T cse (z — 3 


` 


一 CSC sd + ese TJ + o ze 0, 


现在 ,注意 (34) 及 (35), 即 得 


MEC 


$-oxds 
与 (32),《33) 联 立 , 即 知 (31) 式 成 立 , 从 而 (30) 式 成 立 , 引 理 证 毕 ， 
下 面 证 明 本 节 的 第 二 个 主要 定理 。 
定理 2 方程 (11) 当 0 过 | jg| «1 时 在 环 面 上 至 少 有 2( 一 
1) 个 第 一 类 极限 环 , 其 中 万 一 1 个 环 包围 奇 点 OQ， 另 外 外 一 1 个 
环 包围 奇 点 On 


证 . 记 | 各 | - msnm s 


Ka) = |, e, GO sin Rydy 


ltl) 
| Ely) sin &ydy 


n 之 Je /大 
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+i g, C y) sin kydy 


Ue 
-= 5 JiCa) + f EO sin kydy, 
i= d nth 
其 中 
Ji(a) "= p (5) sin &ydy 


=f sy +=) sin Cy + in)dy 
一 (一 T (y + IE) entr E E EET 


B5 2 A 
0 < Jla) « —J(a) « dla) « —Ji(a) 一 
(0 a zx) 


因此 得 到 : 
p sala 

G- 
3m 
k 


ET 


0, 


G) 
E is 


(AL Jc 当天 为 奇数 时 ， 
EE. >0， 当 大 为 偶数 时 ， 
(A <) = J(x) E 当天 为 奇数 时 ， 
k 一 0， 当 大 为 偶数 时 ， 
J zm £) < 0,4 k ABR, 0 6 « 1, 


由 以 上 不 等 式 立刻 得 到 定理 的 证 明 ， 
刘 世 译 等 人 通过 数值 计算 表明 : 当 # > 0 不 断 增 大 时 ， 方程 


.22z5 


GO DIS GLO 16 — DH IE EGET RA. GS RURSUS UT 
轨 ， 然 后 消失 ， 同 时 又 出 现 新 的 第 二 类 极限 环 。 当 第 一 类 根 限 环 
的 个 数 不 断 减少 时 ， 第 二 类 极限 环 的 个 数 不 断 增多 。 但 是 即使 对 
于 方程 (1)( 它 相当 于 &—3 时 的 方程 (11))， in a 0 增加 ,使 
得 Oo 外 围 的 大 环 Ti 扩大， 成 为 分 界线 环 ,然后 破裂 ,我 们 将 得 到 
如 图 12.5 的 相 图 。 由 此 仍 不 易 看 出 在 (用 虚线 所 示 的 )T* 的 外 部 


>| EE 


图 12.5 


是 否 存在 第 二 类 闭 轨 。 看 来 现在 想 用 $1178 11 RARER 
象 原理 来 证 明 在 D* 下 方 而 位 于 分 界线 4,5 上 方 的 带 域 (在 TU 
上 则 为 环 域 ) 中 是 否 存 在 第 二 类 闭 轨 , 还 有 困难 。 注 意 ; 如 果 应 用 
$10 定理 10 的 不 等 式 (12), 则 只 能 肯定 图 12.5 中 至 少 存在 两 条 不 
河和 伦 于 零 的 背 闭 轨 。 例 如 ,其 中 之 一 是 由 广义 焦点 Du (0,2) 
一 (2x,z) ,以 及 连接 它们 的 两 条 分 界线 hsh 构成 的 。 另 一 条 与 
HRM BEBE LRA TRA (r0) — (x;2x)、 以 及 连接 它们 
的 两 条 分 界线 构成 。 笃 然 如 此 , 在 图 12.5 中 究竟 是 否 存在 第 二 类 
闭 轨 的 问题 是 值得 研究 的 (当然 ,这 种 第 二 类 闭 轨 如 果 存 在 ， 有 
可 能 绕 环 面 多 于 一 周 . ) 
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